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Exer
i
e No 1 Reprendre l'exemple de la leçon No2

en supposant que

� l'indu
teur est 
omposé de N spires axisymétriques de même axe dans lesquels 
ir
ule le même


ourant ;

� que la 
harge est également axisymétrique (de même axe que les spires) ;

et fournir un modèle de 
al
ul dont la variable d'état est la 
omposante orthoradiale du potentiel ve
teur.

Corrigé Si

~k1, ~k2, ~k3 sont les ve
teurs de bases ave
 lesquels la position ~x est repérée par ~x = x1
~k1 +

x2
~k2 + x3

~k3 au moyen des 
oordonnées 
artésiennes (x1, x2, x3) alors les 
oordonnées 
ylindriques sont
dé�nies par

~x = r cos θ ~k1 + r sin θ ~k2 + z ~k3
= r ~kr + z ~kZ

(1)

ave


~kr = cos θ ~k1 + sin θ ~k2 ; ~kz = ~k3 ; ~kθ = ~kz × ~kr (2)

Pour introduire, la symétrie axisymétrique il su�t de reprendre 
e qui pré
ède dans le 
as parti
ulier où

les domaines Di et D sont invariants par une rotation d'axe passant par l'origine et dirigé suivant

~k3.
Les densités de 
ourant, le potentiel ve
teur et le 
hamp éle
trique sont dirigés suivant le ve
teur

~kθ
et leurs amplitudes ne dépendent pas de θ

~j = j(t, r, z) ~kθ ; ~a = a(t, r, z) ~kθ ; ~e = e(t, r, z) ~kθ (3)

et 
orrélativement les indu
tions et 
hamp magnétique sont dirigés suivant les ve
teurs

~kr et

~kz et leurs

amplitudes ne dépendent pas de θ

~b = br(t, r, z)
︸ ︷︷ ︸

=−∂za

~kr + bz(t, r, z)
︸ ︷︷ ︸

1

r
∂r(r a)

~kz ; ~h = ~b/µ(r, z)
(4)

Il reste maintenant à exprimer 
e qui pré
éde dans 
ette hypothèse axisymétrique.
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Tout d'abord le problème général







~∇×
(
1

µ
~∇× ~a

)

+ s
(

∂t~a + ~∇ϕ
)

= ~js

~∇ · ~a = 0

~∇ ·
(

ǫ0 ~∇ϕ
)

+ ρ = 0

~a(t = 0, ~x) = ~0 la 
ondition initiale nulle sur ~a

(5)

il devient 





∂

∂r

(
1

µ r

∂(r a)

∂r

)

+
∂

∂z

(
1

µ
∂(r a)∂r

)

− s
∂a

∂t
+ jS = 0

a(t = 0, r, z) = 0
(6)

où le potentiel éle
trique n'a plus lieu d'être puisque son gradient devrait être dirigé suivant

~kθ et que 
ela
supposerait que le potentiel dépende de θ. Les fon
tions de perméabilité, de 
ondu
tivité et la densité de


ourant sour
e

µ(~x) =

{
µ0 µr pour ~x ∈ D
0 ailleurs

; s(~x) =

{
σ pour ~x ∈ D
0 ailleurs

~js(t, ~x) = i(t)

{
~us(~x) pour ~x ∈ Ds

~0 ailleurs

(7)

utilisées dans (6) s'expriment 
omme

µ(r, z) =

{
µ0 µr pour ~x ∈ Tr(D)
0 ailleurs

; s(r, z) =

{
σ pour ~x ∈ Tr(D)
0 ailleurs

js(t, ~x) = i(t)

{
us(r, z) pour ~x ∈ Tr(Ds)
~0 ailleurs

(8)

où l'appli
ation tra
e � Tr � est dé�nie par

~x = r cos θ ~k1 + r sin θ ~k2 + z ~k3 ∈ D ⇐⇒ r ~kr + z ~kz ∈ Tr(D) (9)

et où us peut être expli
ité 
omme

us(r, z) =
1

r

∫

Tr(Ds)

dr dz

r

(10)

par l'analyse de

~∇× ~us = ~0 ; ~∇ · ~us = 0 dans Ds

~us · ~n = 0 sur ∂Ds (le bord de Ds)∫

Γ
~us · ~n dΓ = 1 où Γ est une surfa
e de 
oupure 
onnexi�ant Ds

(11)

en symétrie axisymétrique.

Ces notations développées sont un peu lourdes ; un moyen de les alléger 
onsiste à introduire l'opérateur

nabla bidimensionnel 
omme

~∇ = ∂r ~kr + ∂z ~kz (12)

et à réé
rire (6) 
omme







~∇
(

1

µ r
~∇(r a)

)

− s ∂ta + jS = 0

a(t = 0, r, z) = 0
(13)

Ave
 
es notations le bilan de puissan
es

i(t)

∫

Ds

−~us · ~e d~x3 =
d

dt

∫

E3

~b2

2µ
d~x3 +

∫

D

σ~e2 d~x3
(14)
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devient

i(t) 2π

∫

Tr(Ds)

−e drdz

∫

Tr(Ds)

drdz

r

=
d

dt
2π

∫

Tr(E3)

~b2

2µ
r drdz + 2π

∫

Tr(D)

σe2 r drdz (15)

où les quantités intégrales s'interprètent 
omme

v(t) = 2π

∫

Tr(Ds)

−e drdz

∫

Tr(Ds)

drdz

r

la for
e éle
tromotri
e qu'il faut apporter à

l'indu
teur pour y for
er le 
ourant i(t)

W (t) = 2π

∫

Tr(E3)

~b2

2µ
r drdz l'énergie magnétique

p(t) = 2π

∫

Tr(D)

σe r drdz la puissan
e Joule instantanée dissipée dans la 
harge

L'approximation du régime sinusoïdal 
onduit au système

~∇
(

1

µ r
~∇(r a)

)

− j ω a+ j
S

= 0 (16)

où a et j
s
sont les amplitudes 
omplexes de a et js 
omme dans

~a(t, ~x) =
√
2 ℜ{~a(~x) expjωt} ; ϕ(t, ~x) =

√
2 ℜ

{
ϕ(~x) expjωt

}

ρ(t, ~x) =
√
2 ℜ

{
ρ(~x) expjωt

}
(17)

et

~js(t, ~x) =
√
2 ℜ

{

~j
s
(~x) expjωt

}

(18)

Et le bilan de puissan
e 
orrespondant est (
f

(∫

Ds

−~us · ~e d~x3

)

i∗ =

∫

D

σ|~e|2 d~x3 + jω

∫

E3

|~b|2
µ

d~x3
(19)

)

i∗ 2π

∫

Tr(Ds)

−e drdz

∫

Tr(Ds)

drdz

r

= jω 2π

∫

Tr(E3)

|~b|2
2µ

r drdz + 2π

∫

Tr(D)

σ|e|2 r drdz (20)

où les quantités intégrales s'interprètent 
omme

v = 2π

∫

Tr(Ds)

−e drdz

∫

Tr(Ds)

drdz

r

l'amplitude 
omplexe de la for
e éle
tromotri
e qu'il faut apporter

à l'indu
teur pour y for
er le 
ourant d'amplitude 
omplexe i

Q = jω 2π

∫

Tr(E3)

|~b|2
2µ

r drdz la puissan
e réa
tive (par dé�nition)

P = 2π

∫

Tr(D)

σ|e|2 r drdz la puissan
e a
tive = la puissan
e moyenne Joule dissipé dans la


harge en l'absen
e de mouvement
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