
Transfert indu
tif d'énergie éle
tromagnétique

Exer
i
es 
orrigés

Leçon 1

G. Vinsard

9 septembre 2014

Exer
i
e 1 Traduire les équations de Maxwell en 
omposantes : a) en 
oordonnées 
artésiennes

Corre
tion

Une base est donnée dans laquelle la position est repérée par le triplet x = (x1, x2, x3) ∈ R
3
; les

grandeurs s
alaires ϕ doivent être vue 
omme des appli
ations de

ϕ : R
4 −→ R

(t, x1, x2, x3) −→ ϕ(t, x1, x2, x3)
(1)

et les grandeurs ve
torielles ~u 
omme des appli
ations de

~u : R
4 −→ R

3

(t, x1, x2, x3) −→ (u1(t, x1, x2, x3), u2(t, x1, x2, x3), u3(t, x1, x2, x3))
(2)

.

En omettant les arguments de 
es fon
tions, en notant ∂n la dérivée partielle par rapport à xn,
l'opérateur � nabla �

~∇ de dérivation fon
tionne 
omme

� sur les grandeurs s
alaires (gradient) :

~∇ϕ = (∂1ϕ, ∂2ϕ, ∂3ϕ) (3)

� sur les grandeurs ve
torielles (divergen
e) :

~∇ · ~u = ∂1u1 + ∂2u2 + ∂3u3 (4)

� en
ore sur les grandeurs ve
torielles (rotationnel) :

~∇× ~u = (∂2u3 − ∂3u2, ∂3u1 − ∂1u3, ∂1u2 − ∂2u1) (5)

Les équations de Maxwell s'é
rivent alors

∂2h3 − ∂3h2 = j1 + ∂td1
∂3h1 − ∂1h3 = j1 + ∂td2
∂1h2 − ∂2h1 = j2 + ∂td3

Maxwell-Ampère

∂2e3 − ∂3e2 = −∂tb1
∂3e1 − ∂1e3 = −∂tb2
∂1e2 − ∂2e1 = −∂tb3

Maxwell-Faraday

∂1b1 + ∂2b2 + ∂3b3 = 0 Conservation indu
tion magnétique

∂1d1 + ∂2d2 + ∂3d3 = ρ Gauss

(6)

Exer
i
e 2 Montrer les relations

ψ(~x) =

∫
1

0

~x · ~u(α ~x) dα (7)

et

~v(~x) =

∫
1

0

~u(α ~x)× ~x αdα (8)

inventer une relation qui permet d'exprimer ~u tel que

~∇ · ~w = ρ en fon
tion de ρ.
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Corre
tion

~∇

(∫
1

0

~x · ~u(α ~x) dα

)

=

(∫
1

0

xj uj dα

)

,i

~ki (9)

et (∫
1

0

xj uj dα

)

,i

=

∫
1

0

( xj,i
︸︷︷︸

=δij

uj + α xj uj,i) dα =

∫
1

0

(ui + α xj uj,i) dα (10)

Pour i = 1,
(∫

1

0

xj uj dα

)

,1

=

∫
1

0

(u1 + α (x1 u1,1 + x2 u2,1 + x3 u3,1)) dα (11)

et 
omme

~∇× ~u = ~0 
orrrespond à u1,3 = u3,1 et u2,1 = u1,2

(∫
1

0

xj uj dα

)

,1

=

∫
1

0

(u1 + α (x1 u1,1 + x2 u1,2 + x3 u1,3)) dα =

∫
1

0

(

u1 + α
du1
dα

)

dα = u1(~x) (12)

Les autres 
omposantes fournissent le même genre de résultat, 
e qui démontre (7). (8) se démontre de

façon analogue et le résultat demandé est :

~w(~x) =

∫
1

0

ρ(α ~x) α2 d~x 2 −→ ~∇ · ~w = ρ (13)

Exer
i
e 3

∫

E3

~e2 d~x 3
est-elle �nie quand

~∇× ~e = ~0 et

~∇ · ~e = ρ ave


∫

E3

ρ d~x 3 6= 0 et ρ étant �ni et

satisfaisant à

∃ D domaine borné ⊂ E3 et 
ontenant

~0 tel que ~x /∈ D =⇒ ~j(t, ~x) = ~0 ; ρ(t, ~x) = 0 (14)

Corre
tion Ave
 les lemmes de Poin
aré

~∇× ~u = ~0 =⇒ ∃ ϕ (appelé le potentiel s
alaire de ~u) tel que ~u = ~∇ϕ
~∇ · ~u = 0 =⇒ ∃ ~v (appelé le potentiel ve
teur de ~u) tel que ~u = ~∇× ~v

(15)

on a

~e = −~∇ψ ave
 ∆ψ + ρ = 0 (16)

Ave
 la formule de Biot et Savart

ψ(~x) =
1

4π

∫

E3

α(~y)

|~x− ~y|
d~y 3

(17)

vient

ψ(~x) =
1

4π

∫

E3

ρ(~y)

|~x− ~y|
d~y 3

(18)

Ave
 l'analyse des développements mutipolaire, si

∫

E3

ρ d~x 6= 0 (19)

alors le 
omportement à l'in�ni de ψ est en 1/|~x| et don
 
elui de ~e est en 1/|~x|2 et 
elui de ~e2 est en

1/|~x|4. L'intégrale est don
 �nie.

Exer
i
e 4 Démontrer la formule du potentiel retardé

ψ(t, ~x) =
1

4π

∫

E3

α
(

t− |~x−~y|
c
, ~y
)

|~x− ~y|
d~y 3

(20)

en admettant : 1) 
elle de Biot et Savart (17), 2) qu'il est possible de permuter dérivations et intégration

sans pré
autions.
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Corre
tion Par un 
al
ul dire
t

∆ψ(t, ~x) =
1

4π

∫

E3

∆

(
1

|~x− ~y|

)

α

(

t−
|~x− ~y|

c
, ~y

)

d~y 3

+
1

4π

∫

E3

−2~∇

(
1

|~x− ~y|

)

· ~∇ (|~x− ~y|)
1

c
∂tα

(

t−
|~x− ~y|

c
, ~y

)

d~y 3

+
1

4π

∫

E3

−

(
1

|~x− ~y|

)

∆
(

|~x− ~y|
) 1

c
∂tα

(

t−
|~x− ~y|

c
, ~y

)

d~y 3

+
1

4π

∫

E3

1

|~x− ~y|
~∇ (|~x− ~y|)2

1

c2
∂2ttα

(

t−
|~x− ~y|

c
, ~y

)

d~y 3

(21)

Or si (17) est juste alors

1

4π

∫

E3

∆

(
1

|~x− ~y|

)

α

(

t−
|~x− ~y|

c
, ~y

)

d~y 3 = −α(t, ~x) (22)

et d'autre part quelques 
al
uls montrent que

~∇ (|~x− ~y|) =
~x− ~y

|~x− ~y|
; ~∇

(
1

|~x− ~y|

)

= −
~x− ~y

|~x− ~y|3
; ∆ (|~x− ~y|) =

2

|~x− ~y|
(23)

et don


∆ψ(t, ~x) = −α(t, ~x) +
1

4π

∫

E3

1

|~x− ~y|

1

c2
∂2ttα

(

t−
|~x− ~y|

c
, ~y

)

d~y 3

︸ ︷︷ ︸

= ∂ttψ(t, ~x)/c
2

(24)

qui est le résultat attendu.
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