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Objectif de la lecon

Tel que défini legon No 1, le modeéle en potentiel vecteur
magnétique 3 et potentiel scalaire électrique ¢ est

w(lﬁ@)ﬂ(asw@) -7
. H

V-3 0
v (60680)4‘9 =0
3(t=0,%) =0

» les données sont fs la densité de courant source;
nw o E3 — R et s : E3 — R les fonctions de
perméabilité et de conductivité électrique;

> les grandeurs a calculer sont : 3, ¢, p

La facon d’obtenir I'impédance du dispositif, la répartition de la
puissance Joule et celle des densités de forces de Laplace et
magnétique du dispositif ainsi modélisé n'est pas spécifiée. C'est
I'objet de cette lecon.



Le régime sinusoidal établi

Si la densité de courant source dépend sinusoidalement du temps
Jo(£,%) = VIR{] (%) explt}

alors 4, ¢ et p comportent une partie transitoire dépendant de
leurs valeurs initiales qui les amenent vers leur dépendance
sinusoidale de régime sinusoidal établi

3(6,%) = V2 R{E(R) expt} 5 (t,%) = VIR {(R) expit)
p(6,%) = VIR {p(%) expiet}

Le modele devient alors

¥ x (;v ) s(jwi+Ve) = I,
V-3 = 0
ﬁ-(eo§£)+£ =0



Relation entre densité de courant et courant source

» Une premiere difficulté est de définir le domaine inducteur dans
lequel circule le courant source :

Inducteur avec ses amenées de Ajout de deux conducteurs aller et re-
courant tour 'un sur I'autre

Seul le c6té inducteur est considéré; les amenées coté
générateur sont supposées étre suffisamment proches pour
ne générer aucun champ source.




L'inducteur est un tore
Cette approximation de déconnexion entre les < cOtés > inducteur
et générateur fait apparaitre le domaine de I'inducteur comme un
tore D

Et la densité de courant source _Zs peut étre supposée déja
satisfaire a

v 'J__; =0 dans D

j; =0 dans E3 — Ds le complémentaire de D5 dans E;

i i=0 sur ODs le bord de Ds; (ii le champ de normales de
09D orientées vers |'extérieur de Dy)

ainsi

v 'J__; =0 dans E3



Le tore coupé
Il reste a connecter la densité de courant source J__; au courant
source i ; si le tore est coupé (de fagon quelconque pourvu que le
tore soit connexifié) suivant une surface © de maniere qu'un
écartement fasse apparaitre 2 nouveaux bords ¥ _ et ¥, dans le
tore

-7 dX? on pose

ii champ de normales extérieur 3 Ds coupé; dx? notation pour
I'élément de surface. Cette relation est indépendante de la position
de X puisque V Jo=0.



L'espace de cohomologie du tore
Finalement il reste a éliminer toute indétermination sur]’s; cela
peut &tre fait en lui donnant une régularité maximum avec la

condition
V><j_'s:0dans Ds

L'ensemble de ces conditions peuvent étre réunies par l'invocation
d'un champ is ne dépendant que de la géométrie de D, et défini

par
6-[]’5_’:0 dans Ds / ﬁs'ﬁd)?zz—/ L—isﬁd)—(-Q:l
s =0 dans E3— Ds ; _ pail

1

s-n=0 sur 9D §><HS:0dansD5

Un tel champ existe et est unique si Ds est un tore : il s'appelle
I'élément générateur de I'espace de cohomologie du tore.
La relation cherchée est alors



Le tore axisymétrique
Les vecteurs de base des coordonnées cylindriques sont

l?,zcos@/?l—i-sinﬂl_é : Egz—sin9E1+c059%2 : %Z:E3
la position est X = r E, +z Ez. Un tore axisymétrique est décrit par
Dy ={rk +zksavec (r—R)?+2z?><a’(ol0<a<R)}

le champ de vecteur !

L up, ko si XeD 1
th(X) = { "‘Dt o . ! yUp, = 27 a
0 sinon pdp
0 o R+pcosg
satisfait a
ﬁxUDt:(_)' : ﬁw_/’Dt:OdansDt
p,-i=0surdD; ; [¢ Up,-Adx?=1

1. up, =1/(r2n (R—VRZ—2a%) (=~1/(ma®)sia<<R)



La construction de tis pour un tore quelconque
On admettra que I'élément générateur de I'espace de cohomologie
du tore peut étre construit a partir du probleme en potentiel sur le
tore coupé de la recherche de x solution de

Ay = dans D, coupé

Onx =0 sur  9Dc non coupé
x=1 sur X

X = sur X _

et alors .
. Vx
Us = ——5————
Js Vx - i dx2
Une propriété intéressante est que

v j tel que V- j = 0 dans D /? s = J0:7°7 9%
j tel que V- j =0 dans o JondXt = T
“ ) Jp, il dx?

Le courant a travers X s'exprime alors en terme d’intégrales de
volume (ce qui est intéressant si on utilise des éléments finis).



La décomposition de Hodge-Helmholtz

les résultats présenté relévent d'une analyse plus complete qui
classifie les champs de vecteurs définis sur des domaines bornés en
fonction de la connexité de ceux-ci.

Cette analyse s'appelle la décomposition de Hodge-Helmholtz ; elle
prolonge les lemmes globaux de Poincaré (cf. Lecon Nol).

Il serait trop long de traiter du sujet en détail mais une
présentation compréhensible peut en étre trouvée :

» A. Bossavit, " Les deux isomorphismes du rotationnel et les
deux formes du probleme de la magnétostatique dans un
domaine borné”, Bull. DER-EDF, Série C, 1 (1986), pp. 5-20.

» R. Dautrey, J. L. Lions, M. Artola, M. Cessenat, J. M.
Combes, B. Scheure, " Analyse mathématique et calcul
numérique, tome 5", Masson, Paris, 1987.
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Expression des puissances active et réactive (1/2)
Le point de départ est I'équation

. 1= .
Vv x (-v ><§> —|—s<jw§+ch) =i, i
7 bl

Le produit scalaire avec (jw 3+ 6£)* fournit
- (1o J\,. o < I
V x <;V X g) (jw d+Vp)+s ‘Jw 3+ Vg‘ = ig Us-(jw 3+V)*
La relation d’analyse vectorielle

V- (@x?)=(Vxu)-v—(Vx?)-i
permet d'écrire

V x (%ﬁxg)-(ng—kﬁf)* —




Expression des puissances active et réactive (2/2)

Compte tenu que les champs de vecteur 3 et ﬁgo sont
suffisamment décroissants a I'infini pour que

. 1- .
/ V- <<—V><§> wa§+ch)*> dz3 =0
E; M -
il vient

- L2 1 .= .

15/ bs - (jw 34 V)" dx° :/ s‘jw§+vw( dx’ —jw/ 2|V x 3?7 dx®
=3 - Es - Es M

soit encore, en conjuguant, le bilan de puissances

- .2 1o o o
(/ Us - (jw 3+ V) d>?3>f;:/ s‘jwi—FVgp‘ d>?3—|—jw/ 2|V x 3P dx®
Es - Es - E M

=y =P =Q
Les trois quantités v, P et Q sont
> v, la force électromotrice dans I'inducteur qui maintient le
courant i ;
> P la puissance Joule dissipée dans la ou les charges;

> @ la puissance réactive de I'ensemble.
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La puissance active

Si le seul domaine conducteur est D. de conductivité o

S(%) = o si X € D,
~ 1 0 sinon

alors )
P:/ J‘jwé’—l—ﬁgp‘ dx3
D. -

soit, compte tenu que

o

Ez—(jwé—i-ﬁg) etj__":a

~12 =3 |j|2 -3
P:/ o |€|]° dX :/ = dX
Dc e O

qui est bien I'expression attendue : la somme sur le domaine
conducteur du rapport du carré de la densité de courant a la
conductivité.
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La force électromotrice dans I'inducteur (1/3)
Compte tenu que

E=—(wa+ ﬁf) et s = 0 en dehors de D,

la force électromotrice dans I'inducteur est

. - = 43
zs——/ € Us dX
S

Si cet inducteur était une spire de fibre moyenne I définie par

X :[0,1] — E ; %’(s)z%la tangente
s — X(s) X

et de section circulaire de rayon a trés petit alors au voisinage de
cette fibre moyenne

~ I .
s~ — T
ma?
de plus

vF :/sf(z) 98 ~ 7 2 /Olf(i(s)) X(s)| ds



La force électromotrice dans I'inducteur (2/3)

Il vient donc que

1
!s%—/o g(X(s)) .fds=—/r§-fd|z

la forme symbolique de cette expression suggere |'utilisation de la
formule de Stokes : si " est le bord d'une surface S munie d'un
champ de normales 7

Zs%—/VX
S

Compte tenu de la relation de Maxwell-Faraday V x €= —jw E

i dX?

|y

zs%jw/Q'ﬁdiz
S

la force électromotrice est en écriture d'amplitudes complexes la
dérivée temporelle du flux de I'induction magnétique a travers la
surface dont la spire est le bord. Elle vient compenser la force
contre-électromotrice qui est I'opposée de cette quantité.
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La force électromotrice dans I'inducteur (3/3)
L'analyse précédente a été faite pour montrer que

o S o -3
15——/ € - Us dX
S

correspondait a ce qu’on attendait d'une force électromotrice dans
le cadre d'une approximation ou le résultat était connu a priori;
mais bien cette expression qui est premiére parce que :
> les inducteurs ne sont pas nécessairement de section petite;
» méme s'ils I'étaient il pourraient avoir une forme ou la formule
de Stokes ne s'applique pas, par exemple sur un nceud
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La puissance réactive

Des lors que v, est identifiée a une force électromotrice, la partie
imaginaire de v, il est la puissance réactive. De plus |'examen de
sa forme explicite

1 -
Q:w/ —|V x 32 dx®
E M
soit encore (compte tenu que E =V x a)

Q:w/ gd}?‘?’
Es M

la fait apparaitre comme le produit de la pulsation par le double de
la moyenne quadratique temporelle de I'énergie magnétique

B2
/ LIggepe
Es 21

ce qui est conforme a I'idée qu’'on s’en fait.
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Le role du potentiel scalaire électrique
Le modele complet

x(%ﬁxé)—l—s(jwé—kﬁg) =
a =0
ﬁ-(eoﬁ£>+g =

se découple en deux parties : d'abord

1

| ~.
)

v
v

- 1- A -
V><<—V><g>+s(1wg—|—Vg0) = J
[ hdl J
V-3 =0
dans laquelle le potentiel scalaire électrique ¢ est une variable
annexe définie uniquement dans D, dont la fonction est d'assurer
la cohérence de la 1° équation et ensuite

S

=

V~<eo§£)+£:0

pour laquelle le statut de potentiel scalaire électrique est rendu a ¢
de part son lien avec la densité de charge électrique p. 18



Le potentiel électrique dans un domaine conducteur

. 1- . .
La divergence de V x (—V X é’) +s (jw a+ ch) = J, s'écrit
Iy )=

Vo (s(jwa+vg)) =0

Si le domaine conducteur est comme précédemment un domaine
D. et donc si s est une fonction discontinue (valant o dans D, et
0 ailleurs) il faut que (compte tenu que V - 3= 0)

6-£:0dans D. et (jw§+§£)-ﬁ:05ur8Dc

ol 0D, est le bord de D, et 7ii un champ de normales extérieures.
Ces conditions sur ¢ dans D, et sur 0D, signifient que le courant
induit N . .

j=s(—jwi-Vy)

est a divergence nulle dans D, et que de plus ce courant ne < sort

pas > de D..
19



Le potentiel scalaire électrique dans Ej

Le potentiel scalaire électrique est de plus solution de

=

V- (eoﬁf) +p =0dans E3

ce qui impose
p =0 dans D,

L'intérieur d'un conducteur électrique est électriquement neutre
(comme en électrostatique).
Avec I'hypothese qu'il n'y a pas de charges électriques en dehors
du conducteur ?

p = 0dans E3 — D,

il ne reste comme possibilité pour les charges électriques que d'étre
réparties en surface de 9D..

2. Cet extérieur est assimilé a un vide total; sinon il pourrait y en avoir.

20



La conservation du courant induit

le potentiel ¢ peut étre calculé sur E3 — D, par le probleme
{ V- <606g> =0 dans E3 — D.
¢lesté £,-p, = ¢leste p, sur (Es — De) = 0D
Ainsi la densité superficielle de charges (C/m?) sur OD, est
ps = €0 (3n£|caté D, ~ In¢lcste E3—DC>

Ce qui assure la conservation du courant induit
v 'f—l—jw p=20

la densité de charge est alors une distribution de la forme
p()?) = Ps 58DC

dans le sens que

Vo pwdzi*‘:/ ps ¥ dX?
E3 0D
21



Les effets capacitifs

Les statuts des potentiel scalaire électrique o et densité de charge
p étant définis, si

V- (eoﬁg) +p=0dans E3

alors

/ﬁ-(eoﬁf) f*d}?‘o’—l—/ Bf*d>"<'3:0
Es E

3

/ P, " dx? = / eo\ﬁfﬁ dz3
aDe Es

c'est le double de la moyenne quadratique temporelle de |'énergie
électrostatique.
La puissance correspondant aux effets capacitifs est alors

Q/:w/ eo| Vol d>?3:w/ p oF dx?
E; - oD
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Le modeéle d'induction formulé en courant source (1/4)

Si le courant source i, la géométrie du tore Ds approximant
I'inducteur ainsi que celle du domaine conducteur D, qui est le lieu
des courants induits sont donnés ainsi que la valeur o de la
conductivité électrique dans D, (donc la fonction de conductivité s
est définie) alors :

» |'élément générateur de I'espace de cohomologie de I'inducteur
est calculé par

ﬁxﬁszﬁ';ﬁ-Us:O dans D
)

5:6 dans E3 — Dq
s-n=20 sur 9D
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Le modele d'induction formulé en courant source (2/4)

» Le potentiel vecteur magnétique & (défini dans E3) et la partie
du potentiel scalaire électrique qui est définie dans D, sont
solutions de

-

V x <1§x§>+s(jw§+§£) = J

1% s
V-3 = 0
» La partie du potentiel scalaire électrique définie dans E3 — D, se
calcule par
{ V- <606g> +p=0 dans E3 — D,
¢leste £y, = Pleste p, sur 9(Es = Dc) = 0D«

et la densité superficielle de charges électriques est

ps = €0 (3n£|c6te' p. ~ InPlests 53_06)

24



Le modele d'induction formulé en courant source (3/4)

» La force électromotrice dans I'inducteur est maintenant

o S o -3
15——/ € - Us dX
S

Les puissances active et réactive-inductive peuvent étre calculées
de deux fagons, sur l'inducteur et directement sur la charge et dans
I'espace par

o 12 1 =
Dc - E3/"L

La puissance réactive-capacitive peut étre calculée également de
deux facons

Q’:w/ eo|Vol? dx? :w/ p oF dx?
Es - oD.
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Le modeéle d'induction formulé en courant source (4/4)

» La résistance de I'inducteur est prise en compte de facon externe
au modele par une formule du type

longueur fibre moyenne

conductivité x surface de passage du courant
compte tenu de |'effet Kelvin

» L'inductance du dispositif inducteur+charge est

P+(Q@-Q)J

Z:R5+ 12
|is

c'est la grandeur utile pour dimensionner I'alimentation électrique.
» La densité de puissance Joule dans la charge g (en W/m3) est

L2
qza‘jwé%—Vg‘

c'est la grandeur utile d'entrée d'un modeéle de transfert de chaleur.
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La conduction dans I'inducteur

Le modele précédent peut étre amélioré dans sa prise en compte
des pertes Joule dans I'inducteur.
Si le domaine des conducteurs est étendu a l'inducteur lui-méme
par
o dans D,
Ss=4( 05 — Ds
0 - Es — D, — D

Le bilan de puissances

. L2 1 -
(/ i (jw 3+ V) d>?‘°>f;:/ s|jw 3+ V¢ d>?3+jw/ 119 « 3P o3
Es - Es - E M

=y, =P =Q

reste vrai mais i, v, ne s'interpretent plus comme le courant et la
force électromotrice dans I'inducteur et P n'est plus la puissance
Joule dissipée dans les conducteurs.

L'analyse de ce que sont ces termes va conduire au modele dont
I'entrée est la force électromotrice dans I'inducteur.
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Le bilan de puissances

La densité de courant dans |'inducteur est
i = s(—jwd — Vo) + i s
et donc le courant dans l'inducteur est
v Lo S - )
I = / (as(—ng — Vo) +i, us> - dX
s b

(X surface connexifiant le tore, 7i son champ de normales). Le bilan
de puissances peut alors étre modifié (il y a quelques calculs qui
utilisent la propriété de t. 9) comme

-2 22 =2
. 3 % J 5 K .
Is / 161" dx® L: :/ —|—5| dx3—i—/ Q d3® +jQ
, Os . Os D. Oc
—_———

=P, =P,

=V,

~ . Us
le terme V. = ig / | * dx3 s'interpréte comme une force
Os
s

électromotrice (connue avant calcul) qui conduit au courant global
uis (inconnu avant calcul et calculée) dans I'inducteur. Ps et P,
sont les puissances lotle dans l'inducteur et |a charce
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Le modele d'induction formulé en tension source
» Le potentiel vecteur magnétique 3 (défini dans E3) et la partie

du potentiel scalaire électrique qui est définie dans D, sont
solutions de

—

. 1o .
VX<—Vx§>+s(jw§+w) =y G
. ©

_5/ |u5|2 d)—<»3
S 0-5

V-3 =0
o dans D
ol s=1¢ o5 — Ds et ou Us est I'élément générateur

0 - E-D.—D

de I'espace de cohomologie du tore que forme I'inducteur.

» le potentiel scalaire électrique se calcule comme dans la
formulation en courant; les effets capacitifs dans |'inducteur ne
sont pas pris en compte dans cette formulation.

» le bilan de puissance est

o A N
wh— [ La | U e 1) g
: s D: e 29




Le statut ontologique de I'espace de cohomologie

Il est intéressant de noter que le changement de formulation fait
passer I'élément générateur de |'espace de cohomologie du tore
inducteur de < support du courant électrique > ol il permet
d'affirmer que la densité de courant source _Zs est connue dés lors
qu’'on connait le courant global i, par

a celui de < support de la force électromotrice > que la tension ¥,
due a I'alimentation génére dans le tore inducteur par

qui est la densité de courant qu'il y aurait en I'absence d'effets
=12
d'induction (puisque st % dx3 n'est rien d'autre que la

résistance électrique du tore en courant continu.)



Exercice

Reprendre I'exemple de la lecon No2

m

» |'inducteur est composé de N spires axisymétriques de méme
axe dans lesquels circule le méme courant;

en supposant que

» que la charge est également axisymétrique (de méme axe que
les spires) ;
et fournir un modéle de calcul dont la variable d'état est la
composante orthoradiale du potentiel vecteur.
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