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Objectifs de la legon

» Traiter la question de la dynamique du solide indéformable de
forme quelconque, par exemple (emblématique) un bretzel

» Le solide peut étre soumis a un systeme de forces quelconques
hors dissipation et liaisons non holonomes !

» Attention, la présentation n’est pas autonome; elle est lié a la
Iec;on COMPAGNE nttps://gerard.vinsard.fr/Cours/MEAN/Nombre_quelconques_de_ddls.pdf qui
contient les exercices. De plus, et méme si c'est esquissé, on n'a
pas poussé I'analyse comme elle le serait en mécanique vectorielle
newtonienne puisque que le solide indéformable n'enest qu'un

exemple d'application.
1. ce que c¢a signifie sera expliqué dans les lecons ultérieures.



https://gerard.vinsard.fr/Cours/MEAN/Nombre_quelconques_de_ddls.pdf

Angle d'Euler

» La rotation du solide autour de son centre de masse peut se
faire en utilisant les angles d'Euler. Si le repére (orthonormé) est
ks, ky, k; 3 rotations successives sont considérées :

1. Précession : d'angle ¢ € [0,2n[ directe autour de I'axe Ky
passant par | I'origine ; les images de k, et k, par cette rotation
sont k’ et k’ ; pour des raisons d'homogénéité de notation on
pose k’ = kz,

2. Nutation : d'angle ¢ € [0, [ directe autour de I'axe K.
passant par |'origine; les images de k}/, et k. par cette rotation
sont k” et k” on pose k” =k ;

3. Rotation propre : d'angle ¢ € [0, 2n[ directe autour de I'axe
k" passant par I orlgme les i images de k” et k! par cette
rotation sont K et K, ; on pose Ky = k”

» Faire des dessins.



Calculs des coordonnées dans une rotation

» Les vecteurs se transforment comme
E)’(:cosw ky + sin 1 Ey ; E}’,:—sinw ky + cos Ey Lk =k,
l?)’,/:cosﬁ l%’,—l—sin@l?; ; l?;’:—sinﬁl?}/,—i—cosHl?; K =K
Ky = cos ¢ k" + sin ¢ E)’,/ ; Ky:—sinqb K" + cos ¢ l;;’,/ D K=Kk
» Une position X se retrouve en X suivant la correspondance
)‘(’:XI?X—I—yI?y—I—zlzz—>X:xKX+yKy+sz

(les coordonnées restent inchangées alors que les vecteurs de base
sont transformés)

» Les expressions de (K, Ky, K,) en fonction de (k, ky, k,) et
vice-versa sont lourdes mais les calculs peuvent (et dans la vraie
vie doivent) étre délégués a un logiciel de calcul symbolique



Le vecteur de rotation instantané
» Les angles d'Euler ¢, 8, ¢ sont des variables dépendantes du
temps ; et donc les vecteurs (KX, Ky, Kz) également, un calcul
direct amene a

RX = (¢ cos(0) + &) K, + (sin (¢) 0 — cos (¢) sin (0) ¥) K,
Ry = —(¢) cos(0) + ¢) Ky + (cos (¢) 0 + sin () sin () 1) K.
K, = (cos(¢) sin(8) ¥ —sin(¢) ) Ky 3
—(sin (¢) sin () ¥ + cos (¢) ) K,
Soit encore

— —

KX:ﬁxKX : Ry:ﬁxﬁy : Rzzﬁsz

ou 0 = Q. KX +Q, Ky +Q, Kz est le vecteur de rotation
instantané avec

Q. cos (4) 0 + sin (¢) sin(0) w
Q, = cos(¢) sin(f) 4 —sin(¢) 0
Q, = 1 cos(f)+ ¢



La vitesse instantanée, |'énergie cinétique

>Uneposition>‘<':xE +yE +z k,
> se retrouve en X = x Ky +yK +z K,

—»

> et sa vitesse de déplacement est V =QxX

» Si le solide est composé de N masses ponctuelles m,, aux
positions X, qui se déplacent selon ces rotations, son énergie
cinétique est

T:%nﬁ;m,,(ﬁx)?n)z

c'est une variable dépendante des angles d'Euler v, 0 et ¢ et de
leur dérivées temporelles ;

secondalrement c’est une variable dépendant des masses m, et des
positions X,, qui dépendent du temps ainsi que Q.



Autre expression de |'énergie cinétique

» Le vecteur de rotation instantané 2 est I'image par les trois
rotations du vecteur

= O, ke +Q, k, +Q, k,

mes composantes que {2 mais associées a la base

qui les mé
(kx, ky, kz) que les rotations transforment en (K, K, K;)

» Et donc I'énergie cinétique s'écrit encore

LN
252 (& x %,)?

puisque qu'une rotation appliquée a un produit vectoriel de deux
vecteurs est le produit vectoriel des images de rotations appliquées
a ces deux vecteurs (c'est évident géométriquement).



Dépendances de |'énergie cinétique

» L'expression
L
T = Ezgm,,(o"jxf(n)z
n—=

montre que |'énergie cinétique dépend des positions de masses
ponctuelles d'une fagon qui ne change pas lors du mouvement.
Donc si la forme du solide est fixée cette dépendance reste
invariable.

-

» Puisque (0 x X,)? + (& - %,)2+ =& 2 X2, T peut se réécrire

comme
1 N )/3 + Z,% —XnYn —XnZp Qy
T, = 5 (QnyQz) Z mp —Xn Yn Z,% + Xr% —Yn Zn Qy
n=1 —Xn Zn  —VYn Zn X,% + yg Q,



Les moments d'inertie

» D'une fagon générale on appelle

N N
» Moment quadratique les : U, = > my i, Jy = > my xa ya etc

n=1 n=1
» Moments d’inertie les : A=, +Uyy, B=Uo+l. et C :Uyy 10

» Matrice d'inertie

A 0, U
=1, B -,
J. . ¢

» La matrice d'inertie est symétrique, définie et positive et donc il
existe un choix d'orientation des axes (kx, Ey, k;) (les axes
principaux d’inertie) tel que les moments quadratiques croisés (ny,
Uyz et sz) soient nuls?.

2. les éléments diagonaux A, B, C sont les valeurs propres de la matrice et
les directions principales ses vecteurs propres.



Forme finale de I'énergie cinétique

» Avec des axes ky, k,, k, quelconques, |'énergie cinétique s'écrit
alors

. Q. (co (gb)é—l—sin( ¢) sin(6) )
T = 3 twlw avec w = Q, (cos (¢) Sln(9)¢—5'n(¢) )
(¢ cos (0) + ¢)

» Et si ces vecteurs sont les directions principales d'inertie, elle se
réduit a
T = L(A(cos¢d+sing sing )2+ B (—sing 6+ cose sind )2
= Q. -Q
C (cos 8 9 + ¢)?)
————

—-Q,

10



Le moment cinétique — 1° forme

» Une premiere fagcon d'introduire le moment cinétique consiste a
revenir a |'expression

1Y 2
T=35% m (QxX,,)
n=1
d’'ou vient que la variation T de T dans une variation 58 de Q

s'écrit N
6T (Z o (%o x (6 1 xn))> 5

n=

Le moment cinétique est le vecteur qui spécifie la forme linéaire 6 T

en 6G N
&:;mn (X,,x (QxX,,))

ce qui est cohérent avec Ies deflnltlons connues puisque la V|tesse
de la masse m,, est bien Q x X et donc son impulsion m, Q x X

11



Le moment cinétique — 2° forme

» Une seconde facon d’'introduire le moment cinétique consiste a
partir des composantes ; dans les axes principaux d'inertie, si

1
T:E(AQ§+BQ§+CQ§)

la variation 6 T de T dans une variation d$2 de Q s'écrit
6T = o3 (AQu K+ BQ, K, + C O K,
le moment cinétique est alors
F=A0%K +BQ K +CQK,

ce qui est cohérent avec |'expression précédente compte tenu de
I'expression des moments d'inertie A, B et C.

12



Mouvement libre : conservation du moment cinétique (1/2)

» Le moment cinétique se conserve dans un mouvement libre

(sans couple appliqué) comme on peut le montrer avec la 1° forme
(en utilisant les lois de Newton) ; soit

7=0
» Appliquée a la 2° forme, cette équation conduit a
AQ K A4+BQ K+CQU K.4AQ QOxK+BQ, OxK,+CQ, OxK, =0
qui forme les équations d'Euler
AQ,=(B-0C)Q,Q,

BQ, =(C—A)Q, Q
CQ=(A-B)QQ,

lesquelles permettent de calculer I'évolution du vecteur de rotation
instantané d'un solide en rotation.

13



Mouvement libre : systeme dynamique (2/2)

» C'est I'association des équations d'Euler aux équations
d’'évolution des directions principales

AQ,=(B-C)Q, Q, Ke = QxK,
BQy:(C_A)QzQX ) Ry QXK},
CO,=(A-B)QQ, X~ GxK,

» Si on connait les valeurs initiales de €, 2, Q,, K, K,, K, on
peut, par intégration des EDOs précédente connaftre leurs valeurs

a tout temps.
» On peut noter que si A= B = C alors QX = Qy = Qz =0et

donc les vecteur instantané de rotation est constant; la rotation du
solide se fait autour de I'axe dont il est le support.

» Mais ce n'est plus vrai sans cette condition.

14



Le solide en mouvement (1/4)

» Jusqu'ici seules les rotations autour de I'origine ont été décrites.

» Si on suppose maintenant que cette origine est en fait une
position < dépendant du temps mais cela indépendamment des
rotations, il vient qu’une position initialement en

X =x ke +y ky+z k, +2(t =0)

se retrouve en

» La vitesse associée a cette position en est alors

—

X=0x(X-2)+x

15



Le solide en mouvement (2/4)

» La description du solide a partir de masses ponctuelles m,, étant
reprise, les vitesses X, de ces masses sont

Xn—QX( —oc)—i—oc

» L'énergie cinétique des masses en mouvement est alors

N
Z iy X2 = Zanx D 2 > m

n=1
N
+> mp (@ x (X — )&

n=1

N
» La masse totale est M = Z m, d'ou
n=1
1 1. -
=5 > my (Qx(xn—*))%rE M 2+ Q x ((Z mp Xn — Moz> 5)
n=1 n=1



Le solide en mouvement (3/4)

» Et on a encore (w et X, — £(t = 0) ont pour images () et
Xn — %(t) par les rotations)

(Qx (X = %)) = (@ x (%, - <(t = 0)))°
D'ou vient que le 1° terme de I'énergie cinétique, appelé énergie
cinétique de rotation, s'écrit (cf. planche 10)

Z mp (% (X n—x))2+ M2 =2 0T wavec fw = (Q Q, Q)

1
2
> Le second terme est |'énergie cinétique de translation

1 .
TtZEMCEZ

» Et le dernier terme |'énergie cinétique d'interaction entre
rotation et translation,



Le solide en mouvement (4/4)
» Lorsque «(t = 0) = X,(t = 0) est initialement le centre de
masse du solide

1
OE'm(tZO): Y mp )_(n

M n=1

il le reste 1
“m =17 2 M Xn
M n=1
En effet
- 1 5 . 1 v 5 R
ocm—M Zmn Xn :xm—ﬂzmn (Q X (Xn —(le> +9Cm) = 0
n=1 n=1

» Dans ce cas, |'énergie cinétique d'interaction entre rotation et
translation disparait

1 .
tggg—l—i S

Il'y a découplage entre la rotation autour du centre de masse et le
mouvement de ce centre. 18

N -

T,=0=>T=T,+T;=



Les forces appliquées aux masses

» Chacune des masses m, est maintenant le lieu ot s'appliquent
des forces F,, : celles-ci se décomposent a priori entre

» forces intérieures qui maintiennent les distances relatives entre
les masses invariables ;

> et forces extérieures, i.e. appliquées au solide par des éléments
extérieurs a lui.

et elles forment donc un ensemble impressionnant.

» Mais les forces intérieures s'éliminent dans la description du
mouvement du solide : puisque les postions relatives des masses
sont invariables ces forces ne fournissent aucun travail (ni en
translation ni en rotation). Et donc seules les sommations des
forces extérieurs qui forment les force et couple globaux sont a
considérer.

» On considere déja ces forces F, abstraitement; jusqu’'au
moment ol on pourra préciser leur contenu.

19



Le mouvement du centre de gravité ne dépend que de la

somme des forces
» L'expression de la 2° loi de Newton pour chacune des masses est

mp ):’(n = Fn
» D’autre part de )? Q x ()? — ) + & on retire que
X, — x (X —ﬁ—l—ﬁx(ﬁx()?,,—i))
» Il vient alors
c 4+ O x (2 *)+ﬁx(ﬁx(;c—;)))

N .
Z mp, )?,, =M
n=1

et donc
) N
MELM (F+0x (7 —2) + O x (Ax (F—9)) =Y F=F
n=1
—Z:Mx=F 20

Soit, si ¢



Le moment cinétique ne dépend que de la somme des

couples
» De m, )?,, = I-j,, et M & = F on obtient aussi
N . . N
S ma(Xa =) x (Xn—2) =D (X — %) x Fy+ (£ = %) x F=T
n=1 n=1

I" est le couple qui s'exerce en .

» D’'autre part, compte tenu que

(R =2 x (Ko=) = (Ko = 2) % (%o - 5)

dt
on arrive a
o=1T
ou & est le moment cinétique
N . N
F=3 my (Xo—2)x(Xo—5) = > my (Xp—2) x (Q x (X, —oz))
n=1 n=1

21



Cas du milieu continu (1/3)

» Le solide a été décrit comme un ensemble de masses ponctuelles
situées les unes par rapport aux autres a des distances invariables;
c'est une approche de milieu discret.

» Si maintenant ces masses ponctuelles sont supposées étre
infiniment petites et en nombre infini de maniére que les quantités
masses et moment d'inertie restent finis I'approche devient celle
des milieux continus.

» Dans cette approche une quantité de densité de masse

p(X7y7Z)

est introduite de maniére que la masse ponctuelle a la position
(x,y,z) soit p dx dy 6z ol dx,dy,dz sont des quantités infiniment
petites et
» |'analyse faite dans le cas discret est refaite sans rien changer ;
> puis vient un passage a la limite 6x,dy,0z — 0 en
transformant les sommes discrétes en intégrales dont I'élément
de volume est dx dy dz.

22



Cas du milieu continu (2/3)

» Les résultats restent donc les mémes a ceci prés que la masse du
solide devient

M = p(x,y,z) dz dy dz
Es

et les moments quadratiques

L = / p(x,y,2z) x* dx dy dz ; I, = / p(x,y,z) x y dx dy dz
E3 E3

etc

» Les sommes sont écrites sur tout |'espace E3 mais p est nul en

dehors du domaine D borné occupé par les masses et donc elles
pourraient tout aussi bien porter sur D.

23



Cas du milieu continu (3/3)

» De méme si une densité de force
f(t,X,y,Z) = fx(t,x,y,x) KX + ﬂ/(taxayaz) Ky + fz(t,x,y,x) Kz
est donnée, alors et

-

I-::/ f(t,x,y,x) dx dy dz
Es

ou l'intégrale du vecteur est le vecteur des intégrales de ses
composantes.
» Le couple est

F:/ X X _’(t,x,y,z) dx dy dz
E

3
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