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Objectifs de la legon

» Généraliser les méthodes d'Euler-Lagrange et de Hamilton dans
le cas ou le systeme mécanique est doté de deux degrés de liberté;

» introduire les notions d'espace de configuration et d'espace de
phases;

» introduire la notion de variable ignorable et les propriétés
associées ;

» introduire la méthode des multiplicateurs de Lagrange.



Exemple emblématique

Une masse ponctuelle assujettie a se déplacer sur une surface et
soumise a la force de gravité.




Les éléments de |'exemple

» La position de la masse ponctuelle est
X =x ke +y ky+ h(x,y) k;

» Les deux ddIs x et y sont des variables dépendantes du temps t,
la vitesse de la masse est

» L'énergie cinétique correspondant est

1 On\?\ ., on\?\ ., . Oh oh . .
T—§m<<1+<§>>x+<l+<@>>y +2§@xy

» L'énergie potentielle est

V=mgh(x,y)



Le lagrangien et les équations d'Euler-Lagrange
» Le lagrangien est
L=T-V

c'est une variable dépendante de x, x, y, y.

» Si y et y étaient des fonctions du temps donné, ce lagrangien
serait une variable dépendante de x, x et t et le probleme
mécanique correspondant entrerait dans le cadre de la lecon 1.

» On postule que pour le jeu de variable x et x, y et y sont des
fonctions du temps données et vice-versa ;

» Les équations d'Euler-Lagrange sont alors

dx . dy )

d
d (oL\ oL ®t\ d /oL\ oL
dt \ox) Ox dt \dy ) Oy



Les impulsions dans le cas de 2 variables

» L'énergie cinétique T est une variable dépendante de x et y et
de x et y, les impulsions py et p, associées a x et y sont

oT " oT
= — ¢ —_
Px Ox Py Dy
> soit
(s (22 4y 2h 0
P x Bxay’v

S —

m <1+(%)2+(%) >
. 1 Ly (2hNT) , _ 0hoh
Y Ox Py 3x8pr



La transformation de Legendre dans le cas de 2 variables

» La transformée de Legendre de T est

- . . N . oT oT
T =p«x+p,y— T ouxetysontsol de — = py,

ox W = Py

T est une variable dépendante de p, et py et de x et y, on a
oT . T .
Ipx opy

» ici




Le hamiltonien et les équations de Hamilton

» Le hamiltonien est B
H=T+V

et les équations de Hamilton

dx_aH ﬂza_/‘/
dt ~ Opy dt  op
doc _OH ) dp, _ OH
dt  Ox dt Oy

» Ces équations sont celles du mouvement avec le méme
argument que pour les équations d'Euler-Lagrange.
Les expressions sont un peu lourdes a écrire, voir le script Maxima

Demonstations_No2.wxm

ou les calculs de I'exemple emblématique sont menés
automatiquement.



Espace de configuration et espace de phase

» L'espace de configuration est I'espace des variables dont la
donnée des valeurs spécifie exactement la position du systéme; ici
le systeme est le point matériel et I'espace de configuration est
celui dans lequel sont x et y, c'est un plan;

» L'espace de phase est |'espace des variables dont la donnée des
valeurs est suffisante pour prédire I'évolution du systeme; ici, en
prenant comme équations d'évolution les équations

» de Hamilton, c’est I'espace dans lequel sont x, y, px, py;
» d'Euler-Lagrange, c’est |'espace dans lequel sont x, y, x, y.

Dans les deux cas c'est un espace de dimension 4.



Sous-variété de |I'espace de phase

» Le hamiltonien de I'exemple emblématique est constant ; en effet
pour un hamiltonien quelconque

DH _ oH
Dt — Ot
et celui de I'exemple emblématique ne dépend pas explicitement
du temps.
» Les variables x, y, px, p, sont donc liées par la relation

oh\? oh\? Oh Oh
1 — 2 1 - 2 _ o 70,
(e (2) o (oo (2)) -2 22
oh\? [0h\?
om @(a) +(a_y>>

ol E la constante est appelée |'energie.
» Géométriquement cette relation définit un lieu de point dans

I'espace de phase de dimension 4; un tel lieu est appelé une
hypersurface ou encore une sous-variété de |'espace de phase.

+mgh=E
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Exemple emblématique de la lecon 1 C celui de cette lecon

» Si @ = 0 alors

2 2

m(+(5))

= Hlecon No 1

» La partie des équations de Hamilton portant sur les variables y
et p, s'écrit
d_py . dpy
dt  m ' dt
Et cela parce que H ne dépend pas explicitement de y. Lorsqu’'une
variable de position n'apparait pas dans le hamiltonien, elle est dite
ignorable ! et la propriété qui lui est associée est

=0

p, = Constante

1. (Whittaker) ou cyclique (Helmholtz) ou cinosthenique (J.J. Thomson) 11



Autre exemple de variable ignorable (1/3)

» Si
h(x,y) = h (\/X2 + y2)
Le plus simple est d'utiliser d’'emblée les coordonnées cylindriques

(cf. Lecon 1).
» le vecteur position est

> la vitesse est
R=ik+roky+h ik,
» |'énergie cinétique est
Tz%m((l—kf#) P r? ¢)2)
» les impulsions sont
pr=m <1+/~7’2> Foyopp=mr?é

Py s'appelle le moment cinétique.
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Autre exemple de variable ignorable (2/3)

» La transformée de Legendre de |'énergie cinétique est

2
p? Py

T= -
2m(1+/~7/2) 2mr?

» le hamiltonien est
2 2
H= Pr — + i >+mg h
2m (1+h2)  2mr

» ¢ est une variable ignorable. Il vient donc
py = Moment cinétique constant M
» les équations de Hamilton portant sur r et p, sont alors
PE /”7/ ,”7// M2
7 T 3
7 mr
m (1+h2)

dr _ pr . dpr

g__ P . - _ K
dt m(1+,~,/2) dt meg
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Autre exemple de variable ignorable (3/3)

» L'espace de configuration est celui des variables de position r et
¢, soit [0, 0o[x [0, 27[;

» L'espace de phase est celui de r, p,, ¢, py. Le mouvement dans
cet espace est tel que

2
pr Py

_I_
2m(1+/N1/2) 2mr?

+ m g h = Energie constante E

et
py =M

» |l est possible d'obtenir une solution par quadrature, ce qui
conduit 3 une étude trés connexe? 3 celle du cas des forces
centrales.

2. la différence porte sur le terme 1 + A2 au dénominateur de p, 14



Multiplicateur de Lagrange : motivation

» Le traitement fait a la lecon No 1 de son exemple emblématique
présente
» un défaut de genéralité dans la mesure ou il suppose que z est
toujours une fonction de x; ce qui n'est pas le cas si, par
exemple, ces deux coordonnées sont liées par une relation
implicite comme
X +22=r?
» |'inconvénient que la considération de la force de réaction est
entierement évitée et donc qu'on ne la calcule pas.

» |l est donc intéressant de reprendre cet exemple en gardant les
deux degrés de liberté liés sous forme implicite générale

F(x,z)=0

Le traitement de ce genre de probléme se fait par la méthode du
multiplicateur de Lagrange.
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Exemple emblématique No 1 étendu : principe (1/2)

» Les énergies cinétique et potentielle sont celles d'une masse
ponctuelle m libre de mouvement et soumise a I'action de la
pesanteur

T:%m ()'(2—1—2'2) et V=mgz

» D'autre part x et z sont liées par une relation
F(x,z)=0

appelée une contrainte.

» On forme alors le lagrangien comme une variable L dépendante
de x, z, x, z et d'une nouvelle variable \ appelée “multiplicateur
de Lagrange associé a la contrainte F = 0" qui s'écrit

L=T—-V-\F

A\ est considérée comme une variable de position a laquelle ne
correspond pas de terme d'inertie (c'est un peu le symétrique d'une
variable ignorable).

16



Exemple emblématique No 1 étendu : principe (2/2)

» Les équations d'Euler-Lagrange par rapport a x, z et A sont
alors exprimées comme

dx oF dz oF
mE——)\a ; m—=—-A——-mg ; 0=-—F

» les x, z et A solutions sont tels que :

1. x et z sont assujettis a rester sur la courbe F(x,z) =0;

2. les termes _/\?‘)_5 et —)\g—f s'interpretent comme les

composantes suivant ky et k, de la force de réaction R qui
maintient la masse sur cette courbe.

» C'est la méthode du multiplicateur de Lagrange.

17



Exemple emblématique No 1 restreint : vérification (1/4)

» Pour F(x,z) =z — h(x)
les équations d'Euler-Lagrange s'écrivent

dx , _ dz _ _
mE—)\h(x) ;om— = A—mg ; z=h(x)

» En dérivant par rapport au temps z = h(x) on obtient
=Hxeti=H +Hx%
» d'ol
mi=AH(x) ; mMHXP+Hx)=-A-—mg
» ['élimination de A conduit a
m(h 2+ 1+hH)%)=-mgh

qui est exactement I'équation du mouvement obtenue Lecon No 1.

18



Exemple emblématique No 1 restreint : vérification (2/4)

» D'autre part il est possible d'obtenir une expression du
multiplicateur de lagrange A comme fonction des variables de
phase x, x, z, z; I'élimination de X dans
mx=Xh ; mMHXP+HX)=-A—mg
fournit
R )-<2 +g
1+ h?
et donc la prise en compte de cette relation dans les équations
d'Euler-Lagrange s'écrit
dx h' %%+ g dz ' x?+g
m-—=-m———=—h ; m—=4m——-—>>-—m
dt 1+ 2 dt 1+ A2 £
» La force de réaction est ainsi
N R )-<2 +
Fomi s
1+ H
ol R est la composante dirigée suivant la normale a la courbe de
la force de réaction (cf. Legon No 1).

A=-—m

(—h' EX+EZ) —R7A

19



Exemple emblématique No 1 restreint : vérification (3/4)
» Le calcul de la position de la masse ponctuelle se fait par

dx h' x*+ g . dz N W x?+g
m-—=-m-——s ;M —=4m-—————m
dt 11 h2 T 1+ h2 £
dx . o dz
dt "odt

» avec les conditions initiales
x(0)=x0 ; x(0)=x ; z(0)=2z ; 2(0)=2
qui ne sont pas libres, elles doivent satisfaire a
zo = h(xo) et 2zo=Hh(x) %o
» et dans ces conditions la solution x, z satisfera a
z = h(x)

qui est donc une intégrale premiere du systeme différentiel.

20



Exemple emblématique No 1 restreint : vérification (4/4)
» En effet par élimination il vient

d2
e (z—h(x))=0

et donc

les conditions initiales
x(0)=x0 ; x(0)=x ; z(0)=h(x) ; 2z(0)=H(x) %o
entrainent
a=0et =0
» De plus on peut Vérifier que I'énergie

%m (>'<2+z'2)+mgz

est une autre intégrale premiere du systéme.



Mouvement contraint d'une masse ponctuelle (1/4)

» Les éléments précédents peuvent maintenant étre repris dans un
cadre général auquel appartient I'exemple emblématique de cette
lecon.

» Une masse ponctuelle m de position X = x EX +y Ey +z l?z
appartient a la surface définie par

F(x,y,z)=0
> elle est soumise a une force potentielle
f=—0V ke— 0,V k,—8,Vk,
La question est de déterminer sa loi de mouvement.
» Les énergies cinétique et potentielle sont
T = % m (>'<2+)'/2+z'2) et V

» Le lagrangien qui prend en compte la contrainte est L variable
dépendante de x, x, y, y, z, Z et le multiplicateur de Lagrange A
d’expression

L=T—-V-XF

22



Mouvement contraint d'une masse ponctuelle (2/4)
» Les équations d'Euler-Lagrange sont
dx dy

me=AGF -0V i m = -AO,F -9,V
m9 _ NoF—0,v ; 0=—F
dt

» Par dérivation temporelle de la relation de contrainte il vient
OkFx+0,Fy+0,Fz=0

» puis la dérivation seconde fournit

WF %+ 0yF j+0.F 3

+05F X+ 05 F Y+ 0LF 22 +2 (3 F xy+0,Fy2+05F2%) = 0

» Combinée avec les 3 premiéres équations, cette derniére relation

permet le calcul du multiplicateur de Lagrange comme

m 02 F X*+02 F 2402 F 2+2 (02, F % y+0LF y 3+0%F 2 X)

A= 0xF2+9, F?+0,F?2

0V 0 F+0,V 8,F+0,V 8;F
OF2+OFZ+OF2




Mouvement contraint d'une masse ponctuelle (3/4)
» Le systeme différentiel complet est donc

dx _ _AOF+oV . dy _ _AOFHOV . dz A9 F-8;V
dt m ' dt m ’ dt m
dx _ oAy Loodz
@ — X ! g — Y ' a2
A= m O2F KP+02 F y2+02 F 242 (02 F % y+02,F y 7402 F 7 %) 0V OxF+,V 8, F+0;V O;F
- 05 F2+0, F2+0,F2 OFZ+0F2+0F2

» auquel sont adjointes des conditions initiales
x(0)=x0; y(0) =y0; 2(0) = 20 ; %(0) =x0; y(0) = yo; 2(0) = 2
qui satisfont a
F(x0,¥0,20) = 0; 0xF(xo0, 0, 20) Xo + Oy F (X0, y0,20) Yo + O-F (x0, Y0, 20) 20 = 0
de maniere que la solution x, y, z soit telle que
F(x,y,z) =0

» La force de réaction maintenant la masse sur la surface F =0
est ~ . . .
R:<W@F&+@F@+@Fn)

24



Mouvement contraint d'une masse ponctuelle (4/4)

» L'analyse précédente amene deux commentaires :

1. il serait utile de condenser les notations, c'est un des objets de
la legcon No 3;

2. il serait intéressant de mieux cerner le probleme pour séparer
les deux aspects que constituent :

» le mouvement sur la surface F =0;

» le non-mouvement (la statique) dans sa direction normale ou
au contraire le mouvement dans sa direction si la masse
ponctuelle peut décoller de la surface dans le sens F > 0.

C'est un des objets de la lecon No 8. Un autre objet en étant
d'introduire la contrainte F = 0 plus faiblement un utilisant
un potentiel qui devient grand des qu’elle est violée.

» D'autre part le sujet a été abordé avec I'idée de faciliter la
compréhension de la nature du multiplicateur de Lagrange;
I'utilisation du concept a des fins de calcul numérique efficace est
un peu différente (et plus simple).

25



Exercice 1 : Double pendule

Un pendule dont la tige est de longueur / et la masse est m est
placé a I'extrémité d'un pendule identique. Les masses se déplacent
dans un plan et sont soumise a I'action de la pesanteur (dont la
direction est dans le plan); les angles que font les tiges 0 et 1 par
rapport a la direction de la pesanteur sont notés 6y et 6.

1. Trouver les équations du mouvement par la méthode
d'Euler-Lagrange;
2. ldem par la méthode de Hamilton ;

3. Vérifier que le hamiltonien H est constant et constater que
I'espace de phase étant de dimension 4 il n'est pas possible
d'utiliser cette propriété pour déterminer complétement le
mouvement ;

4. Calculer numériquement le mouvement (par la méthode de
Runge-Kutta d'ordre 4 fournie) pour le visualiser dans |'espace
de configuration ; visualiser également dynamiquement le
mouvement des tiges.

26



Exercice 2 : Pendule dont la tige est un ressort

Une masse ponctuelle m est reliée a I'extrémité d'une tige
assimilable a un ressort rectiligne de raideur k et de longueur a
vide [y et soumise a |'action de la pesanteur; sa position est
paramétrée par /, la longueur de la tige, 8 I'angle de la tige avec la
direction de la pesanteur et ¢ celui de la projection de cette tige
dans le plan orthogonal a cette direction par rapport a une
direction quelconque de ce plan.

1. Montrer que ¢ est une variable ignorable et donc que le
probleme comporte seulement deux ddls;

2. Trouver les équations du mouvement par la méthode
d'Euler-Lagrange;
3. ldem par la méthode de Hamilton ;

27



Exercice 3 : Multiplicateur de Lagrange et potentiel de
pénalisation

Une masse ponctuelle m de une position dans un plan horizontal (i.e. pas
d'action de la pesanteur) X = x K + y Ey est assujettie a rester sur le cercle
x2+y?>=R%

1) Paramétrer le probléme par I'angle 0 pour lequel x = R cos(0), y = R sinf
et trouver le mouvement de la masse. Constater que le cadre de cette
paramétrisation ne permet pas (sans ajout extérieur a lui) d'obtenir la force que
la masse exerce sur le cercle.

2) Retrouver ce mouvement sans cette paramétrisation en incorporant la
contrainte x* + y?> = R? dans le lagrangien via un multiplicateur de Lagrange.
Calculer la force que la masse exerce sur le cercle.

3) Cette masse est maintenant libre (i.e. pas nécessairement sur le cercle) mais

soumise au potentiel
1 2
V(X)= —=(IxX| - R
(%) = 5. (1% = R)
a) Quelles sont les équations de son mouvement ?

b) Que se passe-t'il quand € devient trés grand ?
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