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Objectifs

» L'élasticité est cette propriété qu'a un corps de se déformer sous
I'effet de forces qu'on lui applique et de revenir a sa forme initiale
lorsque ces forces sont enlevées.

» Cette propriété se modélise a partir de notions qui sont les
tenseurs des déformation et des contraintes.

» On propose ici d'introduire ces tenseurs ainsi que leur liaison par
la loi de Hooke dans le cadre restreint des petites déformations.
Puis de donner un plan d'étude générique des problemes
d’élasticité stationnaire et linéaire.

» Le cas des grandes déformations qui correspond aux objets
qu'on dit élastique dans la vie de tous les jours, comme les
élastiques en caoutchouc, n'est pas traité.



Déformation - 1
» Un matériau déformable occupe, avant déformation, un domaine

Do de bord (0Dg). Sa déformation est a priori décrite par une

D—>E3

fonction
X — Z(X)

i

qui a un point X de Dy avant déformation associe le point = (X)
apreés déformation. Le domaine déformé occupera alors le domaine

image de Dy par =
D = =(Dy)
» S'il n'y a pas de déformation mais seulement un mouvement de
= est de la forme

solide indéformable, la fonction
=(X) = RX+ o

oll =g est un vecteur (de translation) constant et R un

endomorphisme de rotation.



Déformation - 2

» Un point X + §x de Dy se retrouvera en
S(X+0%) =Z(X) + V=(X) 0% + G(6x)
ou gé (X) est un endomorphisme et ol o est une fonction telle

o (6x
que |(slim ||§5j|()| = 0 qui contient tous les termes d’ordre
X|—o00 X

supérieur a I'unité en §X
» Si donc 0x suffisamment petit, on écrira donc que
Z(X+0%) ==2(X) + V=(X) 0%

en précisant que c'est a I'ordre 1 en 6X et on fera comme s'il y
avait une identité parfaite entre les deux termes.



Déformation - 3

» Un petit domaine 6Dy autour de X, e.g. une boule
0Dy = {X+ 0x : |0X| < IR} ou encore un cube

§Dg = {z+ 5z ky + Oy ky + 6x ky : (0x,8y,8z2) € |—4L, 5L[3}’
devient f(éDo)

» A l'ordre 1, il est possible de préciser la forme de §(6D0). Pour
la boule, c’est I'ellipsoide

5D = = (5Dy) = {i(z) o7 ’v (i(x‘))_l 5y' < 6R} ol
v (é (>?)>_1 est 'inverse de V (é (%)

Pour le cube, c'est le parallélépipede

5D = {5222()?) K, + 6y Y=Z(X) Kk + 0x Y= (%) ki
avec (6x,0y,0z) € |=6L,5L[. Les trois vecteurs V= = (
sont plus nécessairement orthogonaux.

»1 ><1

+
X)



Déformation - 4

» Il y aura déformation des domaines 6Dy si I'endomorphisme
V= (X) n'est pas un endomorphisme de rotation.

» La condition nécessaire et suffisante pour cela est que

V= (x) V=(X) # ld

» Ce qui justifie I'introduction du champ de tenseurs

g DO — E3
x5 L (fvf(z) vf()?)—/d)
2 = . e

appelé le champ de tenseurs de déformation (ou plus simplement le
tenseur de déformation).
(Le champ de tenseur de valeur ' V=(X) V=(X) est appelé le

champ de tenseurs de dilatation.)



Déformation - 5

» Le tenseur de déformation est symétrique (par construction).
Comme tel il admet 3 valeurs propres qui correspondent a trois
directions propres. i.e.

3 (A, v) € R?) et ((dA,Ju,d ) c 5 )
€d)\—)\d)\,5du—udu,€dy—Vd avec

’d’ dHJ#JJJo

(Ces grandeurs (()\,,u,u)) < d, d,, d, )) et (E3*) dépendent

du point X elles sont donc respectivement des champs de scalaires
et des champs de vecteurs.)

!

1

A

» On appelle les valeurs propres les déformations normales
principales et les vecteurs propres les directions principales de
déformation.



Déformation - 6

» La condition nécessaire et suffisante portant sur = pour que le

tenseur de déformation existe est que cette fonction soit un
difféomorphisme de Dy vers = (Dy), soit
est différentiable (pour le développement de Taylor de la

I

>
planche 4);

> = est bijective (pour que les images des domaines
élémentaires de la planche 5 soient bien des domaines
élémentaires) ; L'inverse est noté =-1

» son inverse est différentiable : pour que lé_ =V <§_1>

» On suppose donc la condition remplie, mais |I'hypothése des
petites déformations qui va étre faite limitera la difficulté qu'il y a

a la satisfaire dans le cas général.



Petites déformations - 1

» La fonction = peut-&tre écrite

[

(X)=0d(X)+x

ot v : D — E; s'appelle le champ de déplacements
X — d(X)

(plus simplement le déplacement).

» Sous cette forme, le tenseur de déformations s'écrit (en

omettant la dépendance en X, i.e. Vi'(X) = Vi)

1
e=5 (((vi+va) + *¥)
» L'hypothése des petites déformations consiste a supposer i

suffisamment petit pour que le terme quadratique en i puisse étre
négligé devant le terme linéaire et donc que



Petites déformations - 2

» Sans I'hypothése des petites déformations, on ne doit pas
confondre la position X d'un point dans Dy avec celle = (X) de ce
point dans D = =(Dy) aprés déformation.

» Avec elle non plus, d'ailleurs, le point X se retrouve en 7 (X) + X.
Par contre, si on examine

0(X + (X)) =d(x) + Vi (x) d(x) + o(d(x))

on remarque que le terme Vi (X) (X) est quadratique en . Et
donc, a l'ordre 1 en &7, on a

F(% + §(%) = d()

Ce qui permet notamment d'inverser (a I'ordre 1) I'équation

—

y = u(X)+ X comme X =y — i (y).

10



Tenseur des contraintes - 1
» Etant entendu

1.

3.
4.

que la matiére élastique occupant le domaine Dy est déformé
en D ==(Dp)

. que cette déformation est causée par la combinaison de forces

de volume décrites par une densité volumique de forces
f @ Dy — Es (N / m®) et de forces de surface décrite
X — f(R)
par une une densité surfacique de forces
fy © 0Dy — E3(N/m?)
2 — B
qu'en I'absence de ces forces la matiére la forme Dg
qu'en sa présence elle garde la forme D qui est stationnaire

(i.e. invariante dans le temps)

On se forme I'idée que les forces de volume et de surface sont
telles que la somme de leur action sur un petit domaine 6D C D
quelconque est nulle. Toute la question est de traduire cette idée
en modele physique.

11



Tenseur des contraintes - 2

» Tout d'abord, les supports des densités de forces de volume f et
de surface f sont Dy et Dy alors que c'est plutdt D = é(Do) et
D = = (0Dy) qu'ils devraient &tre pour exprimer I'idée de
I'équilibre (autre mot pour la stationnarité) d'un petit domaine
oD C D.

» L'hypothése des petits mouvements ol = (X) = 7 (X) + X avec
'petit’ leve cette difficulté. En effet s'il y a petit mouvement, il y a
petite force et donc si on admet que celles-ci sont du méme ordre
de petitesse que o/, de la méme maniére qu'on a pu admettre qu'a
I'ordre 1 y = u(X) + X comme X = y — i7(y) on aura

F(@(%) + %) = F (%) et 5 (0(3) + %) = ) (%)

» Ce qui fait qu'on peut confondre le domaine et son image en ce
qui concerne le support des forces.
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Tenseur des contraintes - 3
» Reprenons le petit domaine de la planche 5
0Dy = {>?+ 8z ky + by l?y +6x ke : (6x,0y,62) € ]—5L,5L[3}

» Les forces qui s'exercent sur lui sont la somme de
Fol = / fdV ~ Volume (§Dg) x f (X)
6Dy

et de
- £ 06D,
Fsurf :/ fy""7° dS
00 Dg

ou faaw" est la densité de forces que les domaines contigus (le
touchant) a 0Dy exercent sur lui.

» L'équilibre en translation (pour la rotation il faut introduire le
moment des forces) du petit domaine s'écrit donc
Fvol + Fsurf =0

Toute la difficulté consiste a exprimer faaw" !
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Tenseur des contraintes - 4
» Une notion élaborée au XIXieme siecle permet cette expression
de faawo. C'est le tenseur des contraintes.

» Comme dit planche 11, le domaine Dy entier (pas le petit
domaine autour de X) est soumis aux densités volumique f et
surfacique fja de forces. On introduit alors un champ de tenseurs
(plus simplement un tenseur) des contraintes

Do — E3(N/m2)
X — a®

IS}

tel que

-

=0 dans Dy et o A=fy sur ODy

HQ
™y

V.

et on demande de plus que g soit symétrique (égal a sa transposée)

t

IS}

=g
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Tenseur des contraintes - 5
» Puisque

Vo + f=0 dans Dy et gﬁ':fg sur 0Dg

» C'est en particulier vrai en tout points de §Dg, d'ou

/)de+ VodV =0
6Dg 6Dg -

Le terme f5Do f dV est la force totale que la densité volumique de
forces exerce sur dDg. L'autre terme se ramene a une intégrale sur
le bord 06Dg de ce domaine, soit

V- dV:/ ondS
95Dy

Dy
et donc il vient que

/ aﬁ£+/‘F£:6
06Dy 6Dy

qui indique que la somme des forces exercées sur Dy est nulle

IS}

15



Tenseur des contraintes - 6

-

» Deplus V.o + f=0 dans Dy et cn="fy sur 0Dy =

)?xy-g—ki’xf?:ﬁ dans Dy et )?xgﬁ:f(’xfa sur 0Dg

!

8

» Un calcul (en annexe) amene a s’apercevoir que si t o = o

L

/ x Vo dV = / XxXon
Do = 98Dy =

/ ?xde+/1 X %
6Dg 90Dy

qui indique la somme des moments exercés sur d Dy est nulle.

2vadV+/‘§deV:
- 6Dy
X

Q.

S

Et donc
7dS=0

IS}
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Tenseur des contraintes - 7

> A partir de V-.a =0 et t g = g, on a fait apparaitre la densité
de forces de surfaces sur 96Dy d'expression g .

» Si le petit domaine dDy est intérieur a Dy, cette densité de
surface est entierement due aux efforts que les domaines qui lui
sont contigus exerce sur lui. Si son bord a une partie commune
avec le bord de D — 0, on a sur cette partie g 7 = f;).

» Donc, compte tenu que les normales extérieures a la partie
commune du bord de deux petits domaine qui se touchent sont de
sens opposé, toutes les contributions des termes de bord intérieurs
s'annulent deux a deux. Faire un dessin

» Et finalement on a trouvé des équations cohérentes assurant
I'équilibre d'un quelconque petit domaine, ce sont, pour ! ¢ = ¢,

Vo + f=0 dans Dy et gﬁ':f_g} sur 9Dg
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Loi de Hooke - 1

» Les tenseurs des déformations et des contraintes sont introduits,
mais ! ils ne sont pas encore liés I'un 2 I'autre.

» On ne traite que des matériaux dont cette liaison peut étre
considérée comme linéaires. Et donc, en toute généralité, ces
matériaux peuvent étre décrit par l'introduction de coefficients qui
peuvent &tre rangés dans Kjj, les indices parcourant {x,y,z}, par
(indices répétés)

oij = Kijki €kl

» On obtient donc qu'il y a a priori 81 coefficients possibles pour
chaque matériaux. Mais il y a en en fait nettement moins. La
symétrie des ¢ et o les réduit a 36 (6 coefficient seulement par
tenseurs). Et une hypothese d’isotropie (invariance de la relation
ojj = Kijjii 0w par rotation) a seulement 2.

1. sauf dans I'indication donnée que le tenseur des contrainte a le degré de
petitesse du tenseur des déformation afin d'exploiter I'hypothese des petits
mouvement

18



Loi de Hooke - 2

» Cette réduction de la relation constitutive 2 oij = Kijk o a
seulement 2 coefficients s'appelle la loi de Hooke.

> Elle s'écrit (Tr (g) est la trace de ¢)
o=ATr(g) ld + 2pe

ol A et p sont les coefficients de Lamé.

» Dans la notation en indices (répété), cela donne

O'ij:)\5kk5ij + 2 pej
pour (Tr(€) = €22 + €y + €xx)

Oxx Oxy Oxz 1 0 O
Oy Oy Oy | =X Tr(e) 010 +2p | ex €y &y
0 0 1

Ozx Ozy Ozz

2. Ca s’appelle comme cela. Et la discipline qui traite de la recherche de
relations constitutive pour des matériaux moins simples que ceuc qu’'on
considére ici s'appelle la rhéologie des solides. 19



Module d'Young et coefficient de Poisson

Ou encore
Oxx  Oxy  Oxz (A 2p) exx 2pey 2 Exe
Oyx  Oxy  Oyz = 2 pexy A+2p) ey 2pey
Ozx Ozy Oz 2/1/5xz 2,LL€xy (A+2,LL) Ezz

qui, du fait de la symétrie des tenseurs, ne contient que les 6
relations des parties triangulaires supérieure (diagonale incluse)
entre les deux matrices.

» Les valeurs des coefficients de Lamé sont des caractéristiques de
matériaux, d'unité le Pa, mais on trouve plutét dans la littérature

la donnée des module d'Young E (en Pa) et coefficient de Poisson
v (sans dimensions) reliés a \ et u par

vE E uw(B3Xx+2p) A

AT A ) P rary T ET T s YT 20w

» La raison de ce choix est pratique comme cela apparait dans
I'application sur la traction d'une éprouvette ci dessous.

20



Eq uation de Navier

» Compte tenu que le tenseur des déformations s exprime en
fonction du champ de déplacements i comme ¢ = 5 ( Vi+ Vu)
le tenseur des contraintes s'écrit (avec la loi de Hooke)

o=AV-ild + p (* Vi + Vi)
» Et sa divergence est (cf. calcul en annexe)
Vio=M\+p)V (6-5) + oA (@)

-

» L'équation d'équilibre f + V.o = 0 s'écrit alors
(A + 1) ﬁ(ﬁ-ﬁ) + uA(@) + F=0

c'est I'équation de Navier.

21



Conditions aux limites

» Les conditions aux Iinrlites sur 0Dy exprimées avec le tenseur des
contraintes sont g 7 = fy (cf. planche 14).
» Avec e= % (t XJ—F zﬁ) et la loi de Hooke, elles deviennent
AV-Gi7+ p (PNa+Yad) i=1f
Pour v = u; E, cela donne

Auj;nj + p (Uj,i‘i‘ui,j) nj:/?i‘fg

qui ne se simplifie pas dans le cas général. Contrairement a
certains cas particuliers, comme on le verra.

22



Probleme d’élasticité en fonction des forces

» En collectant les résultat, le probleme d' elast|C|te posé a partir
de la donnée de forces de volume f et de surface fa consiste en la
recherche du champ de déplacement i tel que

(A+p) ﬁ(ﬁﬁ) + puA(d) + f = 0 dans Dy

avec

AV-Gi+ p ("Nd+Yiad) i = fy sur 9D

» Ce probléme étant supposé résolu (il admet une solution unique
a une constante iy pres), la connaissance de & permet de calculer
€ puis g en tous points de Dy.

» Le calcul de g est utile pour déterminer les limites de
I'hypothese d'élasticité du matériau (qui est faite a prior).

23



Conditions aux limites < en déplacement >

» Lorsqu’on ne connait pas pas les densités de forces surfacique f;)
sur une portion de la frontiere ' mais qu'on y connait les
déplacements 7

0= dpsurl C 9Dy

Cette donnée sert de condition aux limites sur cette portion I et
remplace

AV-GA+ p (PNT+VE) 7= fysur T

Cette expression permettant d’obtenir la densité superficielle %
qu'il faudrait mettre sur I' pour que le déplacement soit bien ).

24



Limite élastique

» Un matériau n’a un comportement élastique qu’en deca d'un certain seuil de
contrainte, au dela il casse ou devient plastique. Il convient donc de fixer une
limite élastique aux contraintes.

» Pour une position X dans Dj et une direction N, la force due au tenseur des
contraintes dans cette direction est F qui peut s'écrire

—

F=F,N+F; avec F;-N=0

F, est la force qui correspond a une pression dans la direction N du point
matériel occupant X alors que |F¢| correspond a un cisaillement.

» La limite élastique porte en général sur le cisaillement et un critére possible
est I'exigence qu'en toute position, le cisaillement maximal (par rapport a
toutes les directions possibles) soit inférieur a un seuil fixé, c’est le critére de
Tresca.

» Pratiquement (analyse du cercle de Mohr) ce cisaillement maximum en une
position est (o — 07)/2 ot oy < oy < oy sont les valeurs propres de la
matrice oj; et donc le critere de Tresca s'écrit

(om — 01)/2 < seuil de limite élastique en cisaillement

25



Exemple : la traction d'une éprouvette - 1
» L'éprouvette est un domaine

DO:{%avecxl?x—l—y/?yeSCEg et0<z<L}

Son bord 0Dg est compﬁosé de la surface latérale
{)?avecxk +yk € 0S et 0 <z < L} et des bases

Fo—{xavecxk +yk € S et z=0},

M = {X avec x ky +yk €Setz=1L}

» Le déplacement est ' = u l?x +v Ey +w EZ; ['éprouvette est
fixée en Iy et donc w =0 en z=0; elle se déplace de AL en Iy,
soit: w=AlLenz=1L.

» Elle n'est soumise a aucune sollicitation en [/, et donc si oj; est

le tenseur des contraintes et que ny kx + n, k, est la normale sur
0S alors

O-XX nX+ny ny:O — —
Oyx Nx + 0oy, ny =0 pour x ky +y ky € 95 et Vz €]0, L]

26



Exemple : la traction d'une éprouvette - 2
» Le déplacement

—

. - AL
J:—axkx—ayky+Tzkz

satisfait a |'équation de Navier (ou f =0 : pas de sollicitation de
volume), soit

()\—I—u)ﬁ(ﬁ-ﬁ) + 1 A =0 dans Dy

—-a 0 0

» Le tenseur des déformations est € = 0 —a O

0o 0 At

L

» Le tenseur des contraintes
(Bt —2a) A —2ap 0 0
o= 0 (%—204))\—2041 0
0 0 (% —2a) A+ 2% 1

27



Exemple : la traction d'une éprouvette - 3

» Les conditions aux limites sur [} se réduisent alors a

AL
(T—Za))\—Zauzo

soit
AL A AL

Ta0+w UL

on comprend ainsi 'intérét du coefficient de Poisson.

o =

» Les équations d'équilibre en Iy sont

AL AL AL
0 _ 0.0 _ .0 _ _
on comprend la I'intérét du module d'Young.
[l n'y a pas de sollicitation de surface en k, et k, a mettre pour la
traction, par contre il en faut une en k,.

28



Exemple : la traction d'une éprouvette - 4
» de la méme facon, en Iy,

AL
fa=0; f3,=0; ng:+ET

la composante suivant k, est égale et opposée a celle de Ig.

» Le probleme de traction est donc complétement résolu :

un allongement relatif de AL/L peut &tre réalisé en soumettant
I'éprouvette a deux forces égales et opposées s'exercant sur g et
1 avec une densité de surface uniforme d’intensité E AL/L.

» De plus I'épouvette subira une contraction de sa section (qui
peut étre quelconque) correspondant a I'homothétie de rapport
v AL/L; la variation de volume de I'éprouvette sera donc

2
AVV:<1—1/ALL> <1+AL)—1z1—1/AL

29



Exemple : la traction d'une éprouvette - 5
0 0O
» In fine, le tenseur des contraintes est 0 = E % 0 0 0] et
0 01

donc la valeur a comparer au seuil de limite élastique en utilisant le

critére de Tresca est %%

» Le plan d'étude de cet exemple (emblématique) a été le
suivant :
1. On devine une forme éventuellement paramétrée pour le
déplacement ;
2. On cherche les conditions sur le paramétrage pour que Navier
soit vérifié;
3. Mé&me chose sur les conditions aux limites;
4. Le probleme est alors résolu ; il reste a vérifier avec le critére
de Tesca que la limite élastique n'est pas franchie.

C'est ce plan qu'il faut suivre : dans les cas plus compliqués il faut
utiliser un logiciel pour calculer le déplacement.

30



Principe de Saint Venant

» Si I'éprouvette de I'exemple avait été coincée dans des machoires mordant
sur les parties de I'; prochent de [y et 1, il aurait été assez difficile d'énoncer
clairement la forme des conditions aux limites.

» Mais il est possible d'approximer ce probleme difficile par celui facile qui
vient d'étre traité en espérant que les résultats de I'approximation soient
proches de ceux du probleme initial.

» On invoque pour cela I'autorité de Saint Venant qui pose en principe que de
remplacer un systeme de forces par un autre ne change pas sensiblement la
solution loin de I'endroit ol ils s'appliquent pourvu que les deux systemes de
forces soit indiscernables dans le cas ou le domaine Dq serait un solide
indéformable.

» C'est une escroquerie mais une escroquerie qui porte un nom est en quelque
sorte consacrée et donc socialement admissible. Il est d'ailleurs possible
d’'évoquer le nom de Saint Venant quand on souhaite faire une approximation
de ce genre dans d'autres domaines que celui de la mécanique (par exemple
décider qu'une densité de courant électrique est répartie uniformément dans
une section de conducteur).
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Deux domaines en contact

» Si deux domaines élastiques D; et D, sont en contact I'un avec |'autre et ont
donc une frontiere ' commune, les problemes d’'élasticité de chacun des
domaines peuvent s'écrire comme cela a été décrit a I'exception des relations
sur cette frontiere.

» Ces relations sont que les forces de surface (i.e. la composante normale du
tenseur des contraintes) dues aux deux tenseurs 0'5- et a,?j sont identiques. Soit,
en convenant d'une orientation commune pour les deux domaines de la normale
i a la frontiere [

1 1 1 2 2 2 .
OixNx + ojy Ny + 0izNz; = O Nx + TNy + Tz Nz poUr I = X,y,Z

» Cette < simple > considération permet de traiter une grande quantité de
problemes pratiques mettant en présence des milieux composites.

» La limitation vient de ce que les matériaux anisotropes (pour lesquels les
module d"Young et coefficient de Poisson varient selon la direction ou ils sont
considérés) et inhomogenes (ces coefficients varient avec la position) n'ont pas
été traités. La relation de continuité de la composante normale du tenseur des
contraintes en est d'ailleurs une clée d’entrée...
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Milieu élastiques

» Dans certaines limites de déformation, tous les matériaux peuvent étre
considérés comme élastiques aux petites déformations.

» Mais on retiendra qu'il s'agit surtout de métaux pour lesquels le modules
d'Young est de |'ordre de la centaine de giga Pascal et le coefficient de Poisson
de I'ordre de 0.3.

» On trouve également des verres, roches mais il faut faire attention que ces
matériaux sont fréquemment anisotropes, par exemple du fait de sa structure
granulaire le béton se comporte trés différemment en compression et en
traction (qu'il ne < tient > pas).

» Certains matériaux que la pensée associe a |'élasticité, comme le caoutchouc,
ont des modules d'Young de |'ordre du mega Pascal et surtout un coefficient de
Poisson qui vaut presque exactement 0.5, ce qui correspond a u = 0 et donc a
un comportement entiérement déterminé par la compression (le cisaillement ne
compte pas). Mais ces matériaux ne sont généralement pas utilisés en petites
déformations.

» Et pour finir, un fluide parfait (viscosité nulle) ou encore dans lequel
I'écoulement est nul (hydrostatique) est un milieu élastique dans lequel le
tenseur des contraintes est P §;; ol P est la pression dans le fluide.
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Calcul planche 16

XxN-a = e€jkxon, ki

IS}

= €ijk (Xj o) ki — €ijic Xi ) Ok Ki

Compte tenu que Xj | = 0j; on obtient €k x; | o ki = €jjk 0kj ki et

— — —

€ijk Ok ki = (023 — 032) ki + (031 — 013) ko + (012 — 0921) k3

Si donc t o = g, ce terme est nul.

Il reste alors .
X X 22 €ijk (XJ Uk/),l k,'
= (Gijk Xj Okl i> |
d'ot
)?XV%J’dVZ/ E;ijjO'k/k,'n/dSZ )?xgﬁdS
6Dg - 06Dy o

06 Do



Calcul planche 21

35



