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Objectifs de la legon

» Introduire I'équation d'advection de quantités;



Champ de vitesses dans un domaine D

» Un champ de vitesses dans un domaine D est une application

—

Vv : RxD — E3(m/s)

ou E3(m/s) désigne |'espace des vecteurs de E3 dont la longueur
n'est plus un métre mais un metre par seconde.

» Ce champ de vitesses advecte les particules matérielles qui se
situent initialement aux positions X € D ; celles-ci se retrouvent a
I'instant t aux positions X(t) solutions de

—

dX N

» Pour que les particules ne sortent pas du domaine D il faut que
le champ de vitesses n'ait pas de composante normale a sa
frontiére, soit

v-m=0surdD



Flot du champ de vitesses
» L'application flot du champ de vitesses est

V : RxE — E
(t,X) — V(t, %)= X(t)

ol X est solution de dX/dt =
nécessairement W(t = 0,X) =

7(t, X) avec X(t = 0) = X et donc
X

» Les positions définies par \T!(t,Z) lorsque t varie constituent la
trajectoire d'une particule qui serait entrainée par le champ de
vitesses V et qui serait a la position X en t = 0 (initialement).

» Le vecteur vitesse de cette particule est, 3 I'intant t, 9;V(t, X)

» Et c'est aussi le vecteur vitesse a l'intant t et a la position
V(t,X), d'ou la relation

—

0:V(t, %) = v(t, V(t, X))



Densité volumique
» La densité d'une quantité d'unité 4l est définie sur D par

p : RxD — RU/m3)

ott R(44/m?3) désigne les nombres réels dont I'unité physique est le
rapport de I'unité [ de la quantité par I'unité de volume m?3

» Si 0D C D est un sous-domaine de D (pas nécessairement
infinitésimal pour I'instant), la quantité 6@Q contenue dans 6D a

I'instant t est
(5Q:/ p(t,x) dx3
oD
ol I'élément de volume est noté dx3

» La variation par rapport au temps de cette quantité est

d(SQ / dep(t, X) dx®



Flux advectif
» Si la densité précédente évolue sous I'action d'un champ de
vitesses V, le flux advectif est un champ de vecteurs
® : RxE — EU/(m?s))
(ta)_(’) — ¢(t,)_(’) = p(t7)?) 7(t7)?)
ot E3(Ll)/(m? s) désigne les vecteurs de E3 dont la longueur est
d'unité physique /(m? s)

» Si S est une surface intérieure a D (pas nécessairement
infinitésimale pour I'instant) et que cette surface est dotée d'un
champ de normale

a6 — E3(1)

— —.\(—»

X — n(x
la quantité qui traverse §S par seconde est

/55¢(t,>?)~ﬁ(>?) d% :/ o, %) 7(t, %) - A(%) d%

6S
ou I'élément de surface est noté dx2



Conservation de quantité

» La surface §S précédente est maintenant le bord du
sous-domaine 6D, la quantité qui traverse ce bord par seconde est
donc

/ p(t, %) 7(t, %) - A(%) o7
06D

et, si la normale est orientée vers I'extérieur de dD, c'est la
quantité qui sort de D.

» Comme d'autre part la variation par unité de temps de la
quantité contenue par D est

d(SQ / dep(t,X) dx°

il reste a exprimer que ces deux grandeurs sont liées, soit

/ dep(t, ) d>‘<’3+/ p(t, %) V(t, %) - A(X) d<% = 0
6D 96D



Equation d’'advection

» Le théoréme de Green-Ostrogradki affime que pour un champ de
vecteurs différentiable quelconque

ou V - i est la divergence de .

» Son application a i = ® dans I'équation de conservation de
quantité conduit alors a

/atpdz3+/ V- (p V) d>?3:/ (atp+ﬁ-(pm) dB3 =0
oD oD 6D

» Comme ce résultat est valable pour n'importe quel domaine 6D,
il faut qu'en toute position

8tp+ﬁ'(p\7)20

C'est I'équation d'advection.



Advection stationnaire
» Un champ de vitesses v étant donné, le probleme d’advection
stationnaire consiste a chercher po, solution de

V- (pso V) =0 dans D compte tenu que V- 7= 0 sur 9D

» Si de plus V a la propriété d'étre a divergence nulle (V - vV = 0)
le probleme se rameéne alors a la recherche de po, tel que

Vpoo - V=0
soit celui des surfaces définies par les positions X telles que
Poo(X) = Constante

dont la normale est orthogonale au champ de vecteurs V, c’est a
dire in fine aux < tubes de courant > de ce champ de vecteur.
C'est donc géométriquement clair

» Les problemes d'advection stationnaires sont des problemes de
géométrie différentielle qui ont cependant I'inconvénient de ne pas
étre si faciles a résoudre.



Advection instationnaire pour un champ de vitesses a
divergence nulle

» Le probleme d'advection instationnaire consiste a chercher p
solution de

dep+V-(p?)=0; p(t =0,%) = po(X) dans D

compte tenu que

V-v=0 dans D; v-n=0sur 9D

» Si V est lui-méme stationnaire,
81-\7 - O

sa résolution peut permettre de fournir a la limite t — oo la

solution du probleme stationnaire mais ce n'est pas assuré comme
le montre la planche suivante.
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Advection instationnaire : illustration

» Si le champ de vitesses est de la forme

l? rw sir<R ol kg:—sinﬂkx—i—coseky
x=rcosf; y=rsinf

R? w/r sinon

et que la densité initiale est

_J 1 six<0
PO~ 0 sinon

alors la I|gne separant les zones p = 1 et p = 0 est située a I'instant
ten X k +Y k ol X et Y sont paramétrés par y € R comme

X\ . —y sin(wt)) . —y sin(R?/y? wt)
<Y> - |y|<0<ycos(w t) >tnon ycos(Rz/yzwt)
c'est a dire, dans la zone r > R, par une spirale d'équation polaire
9 = wt R2/r2 (Cf SCI’ipt https://gerard‘vinsard.fr/Cours/EMPC/L2advection.wxm).

Lorsque wt devient grand les valeurs 0 et 1 alternent rapidement
dans le sens des rayons croissants.
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Exercices : Evolution de taches dans des champs de
vitesses bidimensionnels

» Comment évolue une tache initialement carrée dans un champ
de vitesses de cisaillement, i.e. de la forme V= —-Q vy k,?

» Et une tache initialement ronde ou méme de forme quelconque
paramétrée par G(x,y) <07

» Le champ de vitesses est de la forme vV = 0, a ke — Oxa l?y ol
a=V (y— g(x)), g étant une fonction quelconque. Mémes
questions.
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Exercices : Evolution de taches dans des champs de

vitesses bidimensionnels

» MéEmes questions encore pour un champ de vitesses
dipolaire-2D, i.e., en coordonnées cylindriques, de la forme

. (sin6 k, + cos 6 ky) pour r <R
0)=V i !
v(r.9) { (sinf k, — cos® ky) R?/r?> sinon

Ind. Une intégrale premiere de
2(R (cos@ Kk, +sin® /@)) = V(R,©) est
—cosO R pour r <R

a(R,®©) = Cste avec a(R,0) =V { _0s® R2/R sinon

On se contentera de tracer le portrait de phase du systeme d’'EDO
et d'exprimer la quadrature qui permet d'obtenir son intégration
exacte. A partir de quoi on pourra estimer qualitativement le
mouvement d'une tache ronde initialement de diamétre D < 2 R
et centrée sur |'origine.



