
Chapitre 1 : Cir
uits éle
triques monophasé et triphasés
Les 
ir
uits éle
triques monophasésD'un point de vue mathématique, un 
ir
uit éle
trique est un graphe aux n÷uds duquelsont atta
hés des valeurs de potentiel éle
trique, dont les arêtes sont par
ourues par des
ourants éle
triques ; et tel qu'il existe une relation algébrique ou di�érentielle entre les
ourants d'arêtes et les di�éren
es de potentiel aux bornes de 
es arêtes.
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i les n÷uds sont numérotés de 1 à 6 ; les valeurs de potentiels un sont nommés par le symbole
u indi
é par les numéros de n÷uds ; les valeurs de 
ourant sont nommés par le symbole idouble indi
é par, dans l'ordre, le numéro de n÷ud vers lequel est dirigé le 
ourant et lenuméro de n÷ud d'où provient 
e 
ourant.Les � 
ourants in
idents à un n÷ud donné � sont les 
ourants dirigés vers 
e n÷udmais aussi 
eux dont il est la provenan
e, mais alors dans 
e dernier 
as ils sont 
ompténégativement. Par exemple les 
ourants in
idents au n÷ud No 3 sont : i32, i31, i63 et −i43.La � tension aux bornes � ou � di�éren
e de potentiels � est

vnm = un − umLes lois régissant 
es 
ourants et tensions (lois de Kir
hho�) s'énon
ent alors 
ommeLa somme des 
ourants in
idents à un noeud du 
ir
uit éle
trique est nulle ; lasomme des tensions aux bornes des arêtes le long d'un par
ours fermé sur le
ir
uit (une maille) est nulle.Pour un 
ir
uit donné, les variables sont les tensions aux bornes (abrégées en � tension �)et les 
ourants, soit don
 pour un graphe de N n÷uds et A arêtes : 2 A variables. La loi auxnoeuds 
omporte N−1 relations indépendantes et la loi aux mailles A−N+1 ; il ne manqueplus don
 que de dé�nir A relations entre les 
ourants et les tensions pour que l'ensemble devariables soient déterminées.
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Idéographie des 
omposants éle
triquesLes 
omposants passifs sontnom du 
omposant nom du 
oe�
ient Unité symbole relationrésistan
e résistan
e Ω (Ohm) i
v

r

v = r iautoindu
tan
e indu
tan
e H (Henry)
ondensateur 
apa
ité F (Farad) i
v

c

i =
dq

dt
ave
 q = c vDeux quantités intermédiaires ont été introduites : le � �ux magnétique � ϕ dont l'unitéet le Weber (Wb) et la � 
harge éle
trique � q dont l'unité est le Coulomb (Cb). L'unitéde la � di�éren
e de potentiel � ou � tension aux bornes � abrégée en � tension � v est leVolt (V ) et 
elle du 
ourant éle
trique l'Ampère (A). Toutes les relations linéaires (in
luantl'opération de dérivation par rapport au temps) entre le 
ourant et la tension sont �guréespar les relations 
orrespondant aux 
omposants passifs.Il est intéressant de voir 
es relations sous la forme du diagramme

i q

vϕ

i = dq
dt

v = dϕ
dt

q = c vϕ = l i

v
=
r
idans lequel 
haque 
ouple de variables de l'ensemble {q, i, ϕ, v} sont 
onne
tées 2 à 2 ; àl'ex
eption de q et ϕ, qui ne tarderont 
ependant pas à l'être quand les � memristors �deviendront des 
omposants plus 
onnus.Les 
omposants a
tifs sontnom du 
omposant nom du 
oe�
ient symbole relationfor
e éle
tromotri
e tension i

v

e

v = −e où e est une donnée
ourant sour
e 
ourant i
v

j

i = j où j est une donnéeLes 
omposants essentiels étant dé�nis, il est possible de les mettre en situation dansdes 
ir
uits éle
triques 
lassiques ainsi que d'introduire l'approximations 
lassique du régimesinusoïdal établi.Le 
ir
uit rlc

e

r

c

lSi i est le 
ourant qui par
ourt le 
ir
uit et v la tension aux bornes du 
ondensateur :
e = ri+ l

di

dt
+ v et i = c

dv

dt2



Si e(t) = E cos (ωt+ φ) on note plut�t
e(t) =

√
2ℜ

{

E expj ωt
}où j =

√
−1 et √

2 E = E expj φ et où on appelle E = |E| la � valeur e�
a
e � et El'amplitude 
omplexe de la tension e(t). De 
ette façon la solution de régime établi (régimefor
é) s'é
rit
i(t) =

√
2ℜ

{

I expj ωt
} et v(t) = √

2ℜ
{

V expj ωt
}où I et V sont solutions de

E = (r + jlω)I + V et I = jcωVLa solution étant a
quise, il faut maintenant l'utiliser pour 
al
uler la puissan
e instantanéequ'il faut fournir à la sour
e de tension a�n qu'elle puisse fon
tionner 
omme une sour
e detension à laquelle est 
onne
tée la 
harge rlc. C'est
p(t)
︸︷︷︸puissan
e instantanée = e(t) i(t) = ℜ{E I∗}

︸ ︷︷ ︸puissan
e a
tive notée P

+ ℜ
{

E I exp2j ωt
}

︸ ︷︷ ︸puissan
e �u
tuantequi se dé
ompose en un terme 
onstant, la puissan
e a
tive et un terme de moyenne tem-porelle nulle, la puissan
e �u
tuante. On introduit en
ore deux autres puissan
es qui sontles
S = |E| |I|
︸ ︷︷ ︸puissan
e apparente et Q = ℑ{E I∗}

︸ ︷︷ ︸puissan
e réa
tiveave
 lesquelles on peut é
rire
S2 = P 2 +Q2Dans 
e 
as du 
ir
uit rlc, on obtient

S
︸︷︷︸puissan
e apparente 
omplexe = P + jQ =

(

r + jlω +
1

jcω

)

|I|2 =
(

r − j
(

lω − 1

cω

))

r2 + (lω − 1

cω
)2

|E|2d'où on déduit que� si r = 0 la puissan
e a
tive que doit fournir la sour
e est nulle ;� si l −→ 0 et c −→ ∞ la puissan
e réa
tive que doit fournir la sour
e est nulle ;� si lcω2 = 1 la puissan
e réa
tive que doit fournir la sour
e est nulle ; 
'est la 
onditionde résonan
e ;Cir
uits monophasésPour étendre les résultats obtenus dans le 
as du 
irsuit rlc, Un 
ir
uit monophasé estun 
ir
uit dans lequel la ou les sour
es dépendent sinusoïdalement du temps et dans lequelon ne s'intéresse qu'au régime établi. On 
onvient alors d'utiliser la notation 
omplexe
u(t) =

√
2ℜ{U expj ωt}ave
 laquelle les relations di�érentielles deviennent algébriques. Cela permet d'introduire lanotion d'impédan
e qui 
onsiste à sommer toutes les 
ontributions (réelles et imaginaire) des
omposants en séries a�n de les regrouper en un seul 
oe�
ient 
omplexe. Pour le 
ir
uit rlc

E = Z I ave
 Z = r + j(lω − 1

cω
)3



Les résolutions de problèmes de 
ir
uit éle
trique en régime sinusoïdal établi sont don
 desopérations purement algébriques. Une possibilité souvent utilisée 
onsiste à ne pas é
rire 
eséquations expli
itement pour obtenir un système linéaire qu'il faudra inverser mais plut�t àtraduire les transformations de 
e système dire
tement sur le s
héma éle
trique. Par exempleles � théorèmes � de Thévenin et Norton qui a�rment que les tensions et 
ourants V et Ide la �gure
seront les mêmes qu'on pla
e à gau
he un générateur de tension E en série ave
 un impédan
e
Z ou un générateur de 
ourant E/Z en parallèle ave
 l'impédan
e Z. Cela se démontre trèssimplement : si le 
er
le �gure un 
ir
uit éle
trique quel
onque et que

E = Z I + V (Forme Thevenin)alors on a aussi
E

Z
= I +

V

Z
(Forme Norton)Et les � transformations Thévenin/Norton � permettent des résolutions de problèmes de
ir
uit éle
triques à qui sait les utiliser à bon es
ient.Les 
ir
uits éle
triques triphasés équilibrésL'examen d'un 
ir
uit éle
trique 
omportant plusieurs sour
es de tension de la forme

Ec = E a

Eb = E a2

Ea = E

Ic = I a

Ib = Ia2

Ia = I

z

z

z Potentiel V = 0Potentiel 0
montre que

Ea = z Ia + V ; Eb = z Ib + V ; Ec = z Ic + Vd'où on retire par la loi des noeuds que si Ea + Eb + Ec = 0 alors V = 0 et don

Ia = Ea/z ; Ib = Eb/z ; Ic = Ic/zet si de plus, en posant a = exp2π/3 j

Ea = a0 E ; Eb = a2 E ; Ec = a1 Ealors
Ia = a0 I ; Ib = a2 I ; Ic = a1 Ioù

I = E/zIl su�t don
 de faire un 
al
ul analogue à 
elui d'un 
ir
uit monophasé4



E

I

zpour obtenir la solution des équations qui 
orrespondent au 
ir
uit triphasé équilibré.La somme des puissan
es issues des sour
es est
S = P + jQ = E1 I

∗

1
+ E2 I

∗

2
+ E3 I

∗

3
= 3 E I∗Et �nalement le 
ourant I permet d'obtenir la puissan
e apparente 
omplexe 
omme

S = 3 E I∗Le produit de 
ette simpli�
ation porte le nom de � 
ir
uit monophasé équivalent �. Les
as où elle est possible vont maintenant être étudiés en même temps que les notations seront�xées et le vo
abulaire 
onsa
ré dé�ni.Auparavant 
ependant, on peut remarquer que la somme des puissan
es �u
tuantes destrois phases est
ℜ{(a0 + a1 + a2) EI exp2j ωt} = 0d'où il sort que la sour
e d'énergie qui fournit la puissan
e éle
trique à un système triphasén'est pas perturbée par des �u
tuations dans la 
onsommation de 
ette puissan
e (voirChapitre sur les 
onvertisseurs éle
tromé
aniques).Sour
es et 
harges de tension triphaséeOn appelle sour
e de tension � triphasé équilibrée dire
te � tout ensemble de trois for
eséle
tromotri
es dépendant sinusoïdalement du temps et dont les amplitudes 
omplexes peuventse mettre sous la forme (Ea = E, Eb = E a2, Ec = E a) où a = expj 2π/3.On appelle � phases � les �ls portés aux potentiels de valeurs e�
a
e |E| et déphasésde 2π/3 les uns ave
 les autres. Si on permute deux phases dans l'ensemble pré
édent, onobtient (Ea = E, Eb = E a, Ec = E a2) qui porte de nom de sour
e de tension � triphasééquilibrée inverse. � On ne s'inquiétera pas du fait que � dire
t � signi�e � dans le sens desaiguilles d'une montre � alors qu'� inverse � signi�e � dans le sens trigonométrique � et onne pré
isera pas né
essairement si la sour
e de tension est dire
te ou inverse, le passage sefaisant en permutant a et a2 dont voi
i les propriétés essentielles

1 + a+ a2 = 0
a∗ = a2

a (1− a) =
√
3 jOn appelle � montage en triangle � 
ette 
onnexion d'une sour
e de tension triphaséeéquilibrée

Ea

Ec

Eb

Ic

Ib

Ia

V c

V b

V a






Ea

Eb

Ec




 =






0 −1 1
1 0 −1

−1 1 0











V a

V b

V c





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où les � tensions de phase � V a, V b et V c sont référées par rapport à une � masse � (potentiel0) �gurée par un trait muni de ha
hures.En toute généralité, on ne peut a priori pas inverser la relation entre les E et les V maisdans le 
as du triphasé équilibré
Ea = a0 E ; Eb = a2 E ; Ec = a E
V a = a0 V ; V b = a2 V ; V c = a Vla relation se réduit alors à

E = a(1− a) V = j
√
3 VOn appelle � montage en étoile � la 
onnexion des sour
es qui a servi à introduire 
ettesubse
tion

Ec

Eb

Ea

Ic

Ib

Ia

neutreU bcoo
Uaboo U ca






Uab

U bc

U ca




 =






1 −1 0
0 1 −1

−1 0 1











Ea

Eb

Ec






On appelle � tension de lignes � les tensions entre phase Uab, U bc, U ca ; � 
ourant de ligne� les 
ourants Ia, Ib, Ic.Le �l issu de la 
onnexion des trois sour
es de tension est appelé le � neutre � : sonpotentiel éle
trique est 0 dans le fon
tionnement triphasé équilibré.Les tensions de phases V a, V b, V c sont prises entre les phases et le neutre ; i
i elle sontdon
 égales aux tensions sour
es Ea, Eb, Ec. Et en posant
Uab = a1 U ; U bc = a0 U ; U ca = a2 U
V a = a0 U ; V b = a2 U ; V c = a1 UOn obtient

U = −j
√
3 VLes deux types de 
onnexion, en triangle et en étoile, sur les sour
es viennent d'êtreexpliquées. Il y a également 
es deux types de 
onnexions sur les 
harges équilibrées

Si
Z = 3 zalors 
es 
harges sont équivalentes (théorème de Kennelly ou transformation étoile-triangleappropriés au 
as du triphasé équilibré).Couplage Indu
tifOn appelle � bobines 
ouplées �un jeu de deux enroulements de �l autour d'un � 
ir
uitmagnétique � analogue à 
e
i 6



Le 
ir
uit magnétique est le tore. Sa propriété est de 
analiser l'indu
tion magnétique qui
orrespond aux 
ourants 
ir
ulant dans les enroulements.La modélisation en terme de 
ir
uits éle
triques de 
es bobines 
ouplées 
orrespond aus
héma (on 
onvient d'appeler � primaire � l'une des bobines et � se
ondaire � l'autre)
V p V s

IsIp rsrp

Lp Ls

M

et les équations de 
ir
uit éle
trique asso
iées au s
héma sont :
(

V p

V s

)

=

(

rp + jLpω jMω
jMω rs + jLsω

)(

Ip
−Is

)Même si l'éle
tromagnétisme né
essaire pour les établir n'est pas abordé i
i, il faut 
om-prendre que les équations de 
ouplage témoignent d'un phénomène surprenant. Le passaged'un 
ourant en un endroit (au primaire) génère une for
e éle
tromotri
e en un autre endroit(au se
ondaire) : 
'est une a
tion à distan
e.D'autre part, 
e type de relation généralise des relations lo
ales entre les tensions et les
ourants. Si par exemple dans le graphe du début de 
e 
hapitre les arêtes (3, 4) et (1, 2)
orrespondaient à un 
ouplage indu
tif, alors plut�t que d'avoir deux relations indépendantesl'une de l'autre 
omme
V 43 = z43 I43 et V 21 = z21 I21il y aurait deux relations 
ouplées de la forme

(

V 34

V 21

)

=

(

z43 jM43/21ω
jM21/43ω z21

)(

I43
−I21

)où les 
oe�
ients d'indu
tan
e mutuelle sont par nature identiques
M21/43 = M43/21
e qui signi�e que l'a
tion qu'exer
e le 
ourant I43 sur la portion de 
ir
uit par
ourue par le
ourant I21 est identique à l'a
tion qu'exer
e le 
ourant I21 sur la portion de 
ir
uit par
ouruepar le 
ourant I43.Des bobines triphasées peuvent également être 
ouplées : il y a alors six bobines disposéesainsi sur un 
ir
uit magnétique de s
héma éle
trique7



et les équations 
orrespondant à 
e s
héma sont obtenues en reprenant pour 
ha
un des
ouples de bobines les résultats en monophasé et en superposant le tout




















V p
a

V p
b

V p
c











V s
a

V s
b

V s
c





















=
















Rp






Ipa
Ipb
Ipc






Rs






Isa
Isb
Isc





















+ jω





















Lp Mp Mp

Mp Lp Mp

Mp Mp Lp











Mps M ′

ps M ′

ps

M ′

ps Mps M ′

ps

M ′

ps M ′

ps Mps











Mps M ′

ps M ′

ps

M ′

ps Mps M ′

ps

M ′

ps M ′

ps Mps











Ls Ms Ms

Ms Ls Ms

Ms Ms Ls









































Ipa
Ipb
Ipc











Isa
Isb
Isc



















et en posant 
omme pré
édemment

V p
a = a0 V p ; V p

b = a2 V p ; V p
c = a1 V p

Ipa = a0 Ip ; Ipb = a2 Ip ; Ipc = a1 Ip
;
V s

a = a0 V s ; V s
b = a2 V s ; V s

c = a1 V s

Isa = a0 Is ; Isb = a2 Is ; Isc = a1 Ison arrive à la simpli�
ation





V p

V s




 =






Rp + j(Lp −Mp) ω j(Msp −M ′

sp) ω

j(Msp −M ′

sp) ω Rs + j(Ls −Ms) ω











Ip

Is




qui est exa
tement le système d'équations 
orrespondant à un s
héma monophasé équivalentde bobines 
ouplées. Ls−Ms et Lp−Mp s'appellent � les indu
tan
es 
y
liques � au primaireet au se
ondaire ; etMsp−M ′

sp s'appelle la mutuelle 
y
lique entre le primaire et le se
ondaire.Référen
es[1℄ R.-P. Bou
hard, G. Oliver � Cir
uits et ma
hines éle
triques �, Édition de l'é
olepolyte
hnique de Montréal, 1995. (Pour une appro
he éle
trote
hnique des 
ir
uitséle
triques.)[2℄ M. Hasler, J. Neiryn
k, � Cir
uits non linéaires �, Presses polyte
hniques Romandes,1985. (Pour une appro
he globale des systèmes dynamiques que sont les 
ir
uits éle
-triques.)

8



Exer
i
es1. Identi�
ation en monophaséSous une fréquen
e f = 50 Hz, on impose une tension de V = 230 V aux bornes d'undip�le ; le 
ourant est I = 10 A et la puissan
e a
tive P = 500 W .a) Si la relation entre 
ourant et tension est modélisée par une résistan
e r1 en série ave
une indu
tan
e l1, 
al
uler les valeurs de r1 et l1.b) Si la relation entre 
ourant et tension est maintneant modélisée par une résistan
e r2 enparallèle ave
 une indu
tan
e l2, 
al
uler les valeurs de r2 et l2.
) On remarque que l1 ≈ l2, r1 << r2 et r1 r2 ≈ l1 l2 (2π f)2 ; pourquoi ?2. Identi�
ation en triphaséSous une fréquen
e f = 50 Hz, on impose une tension entre phases U = 400 V (
ettetension est appelée la tension de lignes) aux bornes d'une 
harge triphasée équilibrée ; le
ourant dans 
ha
une des phases est I = 10 A (
e 
ourant est appelé 
ourant de phase) ; lapuissan
e a
tive mesurée en prenant la tension entre le neutre et une phase (
ette tensionest appelée tension de phase) est P = 500 W .a) La 
harge est 
omposée d'une résistan
e r1 en série ave
 une indu
tan
e l1 pla
ées enétoile ; trouver la valeur de r1 et l1.b) La 
harge est 
omposée d'une résistan
e r2 en série ave
 une indu
tan
e l2 pla
ées entriangle ; trouver la valeur de r2 et l2.3. Couplage en monophaséOn donne un système de deux bobines 1 et 2 
ouplées dont les résistan
es sont r1 et r2,les indu
tan
es propres l1 et l2 et l'indu
tan
e mutuelle m.a) On pla
e aux bornes de la bobine 2 une 
harge de résistan
e R ; 
al
uler l'impédan
eéquivalente aux bornes de la bobine 1 ;b) Lorsque la tension aux bornes de la bobine 1 est maintenue 
onstante, pour quelle valeurde R la puissan
e a
tive inje
tée à la 
harge est-elle maximale ? Quel est alors le rendement ?4. Couplage en triphaséOn donne un système de bobines triphasés 
omportant don
 un primaire et un se
ondaire.a) Le primaire et le se
ondaire sont 
onne
té en étoile ; le primaire est alimenté par unesour
e triphasée équilibrée 
onne
tée en étoile ; le se
ondaire est relié à une 
harge triphaséeéquilibrée 
onne
tée en étoile. Donner le 
ourant issu d'une phase de la 
harge.b) Même question que a) dans le 
as où la 
harge est 
onne
té en triangle.
) Même question que a) dans le 
as où le se
ondaire est 
onne
té en triangle.d) Même question que a) dans le 
as où le primaire est 
onne
té en triangle.9



5. Problèmesa) Comment 
réer un neutre arti�
iel en triphasé ? On dispose d'un système triphasé sansneutre et on souhaite en 
réer un.b) Comment résoudre la question d'é
lairer un 
ouloir de mine ? Un 
ouloir très long doitêtre é
lairé par une lampe de résistan
e R tous les x mètres ; les �ls d'amené de 
ourant ontune résistan
e par unité de longueur de ρ ; la tension sour
e à l'entrée du 
ouloir est U et leslampes doivent être alimentées par une tension 
omprise entre U et U −∆U .
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