
Lignes éle
triquesG. Vinsard2006�2009L'équation du télégraphiste de la ligne bi�laire dans le videOù on explique 
omment obtenir l'équation du télégraphiste à partir de l'exemple le plus simplede ligne qui est 
elui la ligne bi�laire pla
ée dans le vide.Le modèle de MaxwellLe modèle de Maxwell est appelé ainsi par
e qu'il utilise dire
tement les équations de Maxwellpour représenter la ligne éle
trique bi�laire.Rappels sur le 
hamp éle
tromagnétiqueL'espa
e E3 où la position est repérée par ~x = x1
~k1 + x2

~k2 + x3
~k3, est identi�é à R

3 l'espa
e des
oordonnées où on note le point x = (x1, x2, x3).On introduit (également sous forme de 
oordonnées) les 
hamps dépendant aussi du temps t : d'abordle 
hamp s
alaire
ρ : R

3 ×R −→ R

(x, t) −→ ρ(x, t)
densité de 
harges C/m3puis les 
hamps de ve
teurs

j : R
3 × R −→ R

3

(x, t) −→ j(x, t) = (j1(x, t), j2(x, t), j3(x, t))
densité de 
ourant éle
trique A/m2

h : R
3 ×R −→ R

3

(x, t) −→ h(x, t) = (h1(x, t), h2(x, t), h3(x, t))

hamp magnétique A/m

e : R
3 ×R −→ R

3

(x, t) −→ e(x, t) = (e1(x, t), e2(x, t), e3(x, t))

hamp éle
trique V/m

b : R
3 × R −→ R

3

(x, t) −→ b(x, t) = (b1(x, t), b2(x, t), b3(x, t))
indu
tion magnétique T

d : R
3 × R −→ R

3

(x, t) −→ d(x, t) = (d1(x, t), d2(x, t), d3(x, t))
indu
tion éle
trique C/m2Ce qu'on appelle équations de Maxwell sont 
es relations entre les 
hamps

∇× h = j + ∂td Maxwell-Ampère
∇× e = −∂tb Maxwell-Faraday
∇ · b = 0 Conservation de l'indu
tion magnétique
∇ · d = ρ Gauss-éle
triqueoù les opérateurs ve
toriels sont dé�nis à partir du ve
teur symbolique ∇ = (∂1, ∂2, ∂3) de Hamilton1 où

∂t désigne la dérivée partielle par rapport à la variable de temps t et ∂n la dérivée partielle par rapport1Rappelons que si on dispose de la notion de produits s
alaire et ve
toriel pour les ve
teurs ordinaires (si a = (a1, a2, a3) et
b = (b1, b2, b3) alors a·b = a1 b1+a2 b2+a3 b3 et a×b = (a2 b3−a3 b2, a3 b1−a1 b3, a1 b2−a2 b1)) on utilise alors dire
tement
es dé�nitions entre ∇ et un 
hamp de ve
teur a(x) = (a1(x), a2(x), a3(x)) = (a1(x1, x2, x3), a2(x1, x2, x3), a3(x1, x2, x3)) à
e
i près qu'on rempla
e les multipli
ations par l'appli
ation de l'opération dérivation par rapport aux variables x1, x2, x3que représentent ∂1, ∂2 et ∂3 : ∇ · a = ∂1a1 + ∂2a2 + ∂3a3 et ∇× a = (∂2a3 − ∂3a2, ∂3a1 − ∂1a3, ∂1a2 − ∂2a1).1



à la variable de position xn.De plus on ajoute les relations 
onstitutives
b(x, t) = µ0 h(x, t) relation magnétique µ0 = 4π 10−7 H/m
d(x, t) = ǫ0 e(x, t) relation diéle
trique ǫ0 = 1/(36π 10+9) F/m

} valable partout et en tous temps ;
j(x, t) = s(x) e(x, t) loi d'Ohm Attention ! s(x), qu'on peut appeler la fon
tion de 
on-du
tivité éle
trique, dépend de l'espa
e.Le modèle de MaxwellOn donne les trois domaines de R

3 : D− = {x tel que (x1 + d/2)2 + x2
2 < a2}, D+ = {x tel que (x1 −

d/2)2 + x2
2 < a2} et D0 = {x /∈ D+ ∪D−} qui re
ouvrent R

3.L'introdu
tion de 
e qu'on va 
onvenir d'appeler une ligne bi�laire (dans l'espa
e vide) se traduitalors par la spé
i�
ation (σ est réel et positif, 
'est la 
ondu
tivité éle
trique2 du matériau utilisé pourla ligne)
s(x) =

{
σ si x ∈ D+ ∪D−

0 sinonet le problème de la des
ription en terme de 
hamps de la ligne bi�laire 
onsiste à trouver toutes lessolutions possibles des équations de Maxwell munies des relations 
onstitutives dans 
e 
as.Comme il y a loin de la 
oupe aux lèvres, le mieux est de 
her
her une appro
he plus simple qui est
elle de l'équation du télégraphiste.L'équation du télégraphisteÉtablissement de l'équation du télégraphisteOn reprend le modèle de Maxwell et, en appelant k1 = (1, 0, 0), k2 = (0, 1, 0) et k3 = (0, 0, 1) la base
anonique de R
3 on dé�nit les objets géométriques

Π(x3) = (x1, x2, x3) tel que (x1, x2) ∈ R
2 plan de 
oupe en x3

S+(x3) = D+ ∩ Π(x3) disque orienté par sa normale k3

S−(x3) = D− ∩ Π(x3) disque orientée par sa normale −k3

Γ(x3) = {(x1, 0, x3) tel que − d/2 < x1 < d/2} segment droit de tangente k1

δΓ+(x3, δx3) = {(d/2, 0, x3 + u δx3) tel que 0 < u < 1} segment droit de tangente k3

δΓ−(x3, δx3) = {(−d/2, 0, x3 + (1− u) δx3) tel que 0 < u < 1} segment droit de tangente −k3

δS(x3, δx3) = {(x1, 0, u) tel que − d/2 < x1 < d/2et x3 < u < x3 + δx3} surfa
e de normale k2Puis on dé�nit les grandeurs intégrales 3
i+(x3, t) =

∫

S+(x3)

j3(x1, x2, x3, t) dx1dx2 le 
ourant éle
trique dans D+

i−(x3, t) =

∫

S
−

(x3)

j3(x1, x2, x3, t) dx1dx2 le 
ourant éle
trique dans D−

v(x3, t) =

∫

Γ(x3)

e1(x1, 0, x3, t) dx1 la di�éren
e de potentiel entre D+ et D−

ϕ(x3, t) =

∫

Γ(x3)

b2(x1, 0, x3, t) dx1 le �ux magnétique par unité de longueur de la ligne bi�laire
q+(x3, t) =

∫

S+(x3)

ρ(x1, x2, x3, t) dx1dx2 la 
harge éle
trique par unité de longueur dans D+

q−(x3, t) =

∫

S
−

(x3)

ρ(x1, x2, x3, t) dx1dx2 la 
harge éle
trique par unité de longueur dans D−2la 
ondu
tivité éle
trique est l'inverse de la résistivité éle
trique qui a pour unité l'(Ωm) et les ordres de grandeur dela 
ondu
tivité sont : pour du 
uivre ≈ 1/(2.0 10−8) (Ωm)−1, pour l'alliage d'aluminium appelé alméle
 et généralementutilisé dans les lignes réelles 1/(3 10−8)(Ωm)−1.3Attention aux dé�nitions des 
harges par unités de longueur. Elles ne signi�ent pas que les 
harges éle
triques sontréparties uniformément sur les subse
tions S+ 
et S
−
, 
e qui serait parfaitement faux.2



et en�n on utilise les équations du modèle de Maxwell pour obtenir, au prix d'hypothèses, des relationsqui ne 
ontiennent que i+, i−, v, φ, q+ et q− et qui forment don
 un jeu 
omplet dans le sens où leur
al
ul autonome est possible.Quelques hypothèses né
essairesH0 : La première des hypothèses porte sur la symétrie du problème. On suppose que de part et d'autredu plan x1 = 0 le 
hamp éle
tromagnétique est tel que
i−(x3, t) = −i+(x3, t) = −i(x3, t) et q−(x3, t) = −q+(x3, t) = −q(x3, t)C'est moins une hypothèse que quelque 
hose qui pourrait se démontrer par 
e qu'on appelle des
onsidérations de symétrie ; mais l'a�aire est un plus sérieuse qu'elle en a l'air aussi pla
e-t-on 
e
idans les hypothèses.H1 : La se
onde suppose la densité de 
ourant éle
trique dirigée suivant k3 et uniformément répartiedans les se
tions S+ et S− soit

j = (0, 0, j3) ave
 j3(x1, x2, x3, t) =







i(x3, t)/(πa2) pour x ∈ D+

−i(x3, t)/(πa2) − x ∈ D−

0 sinonLà 
'est une vraie hypothèse qui peut d'ailleurs ne pas être avérée dans des 
as 
on
rets. Notammentune analyse éle
tromagnétique du problème plus �ne que 
elle qu'on a l'intention de réaliser i
imontre que dès lors qu'il dépend du temps le 
ourant ne se répartit pas de façon uniforme dans les
ondu
teurs et don
 formellement il faudrait tenir 
ompte de 
e qui s'appelle l'e�et Kelvin, 
e quine sera pas fait i
i mais sera probablement expliqué dans un 
ours d'éle
tromagnétisme ultérieur.Maxwell-Faraday On intègre les deux membres de l'équation de Maxwell-Faraday sur la surfa
e δS(x3)après avoir fait le produit s
alaire ave
 la normale à 
ette surfa
e. Il vient après avoir utilisé la formulede Stokes (
'est le moment de revoir le 
ours de mathématique pour l'ingénieur, 1ière partie, p 66) sur lepremier membre et après quelques 
al
uls qui seront menés en séan
e
v(x3+δx3, t)−

∫ x3+δx3

x3

e3(−d/2, 0, u, t) du−v(x3, t)+

∫ x3+δx3

x3

e3(d/2, 0, u, t) du = − d

dt

∫ x3+δx3

x3

ϕ(x3, t) dx3Ave
 l'hypothèse H1, la loi d'Ohm et en exprimant que δx3 est petit on arrive alors à
∫ x3+δx3

x3

e3(d/2, 0, u, t) du ≈ δx3

σ π a2
i(x3) et ∫ x3+δx3

x3

e3(−d/2, 0, u, t) du ≈ − δx3

σ π a2
i(x3)
e qui permet de transformer l'équation de Maxwell-Faraday en

−∂3v(x3, t) = r i(x3, t) + ∂tϕ(x3, t) ave
 r =
2

σ πa2
(la résistan
e éle
trique par unité de longueur)qui 
onstitue un premier résultat.Conservation du 
ourant éle
trique En prenant la divergen
e de Maxwell-Ampère et en utilisantGauss-éle
trique on arrive à

∇ · j + ∂tρ = 0qui exprime que la densité de 
ourant éle
trique est un 
ourant de 
harges éle
triques 
onve
tées.Ave
 l'hypothèse H1 
ette équation se transforme en
∂3i(x3, t) + ∂tq(x3, t) = 0qui 
onstitue un se
ond résultat. 3



Bilan à mi-par
ours En faisant abstra
tion des aspe
ts dissipatifs, on est arrivé à établir les liaisonsindiquées
i

−∂3i=∂tq
︷︸︸︷←→ q

? l l?
ϕ ←→

︸︷︷︸

−∂3v=∂tϕ

vmais le modèle ne sera 
omplet que lorsqu'on aura ajouté les liaisons marquées d'un � ? � entre i et ϕd'une part et q et v d'autre part.Une hypothèse supplémentaireH2 : la relation entre i et ϕ d'une part et la relation entre q et v d'autre part peuvent être établiesen faisant 
omme si i, ϕ, q et v ne variaient pas le long de l'axe x3.L'hypothèse peut évidemment être prise en défaut, et il 
onvient de surveiller 
e point quand onutilise l'équation du télégraphiste.L'intérêt majeur de l'hypothèse est qu'ainsi on n'a plus besoin que de la magnétostatique et de l'éle
tro-statique bidimensionnelles pour 
lore l'analyse et obtenir l'équation du télégraphiste.Problème de magnétostatique bidimensionnelle On utilise Maxwell-Ampère sans le 
ourant dedépla
ement (∇×h = j), la 
onservation de l'indu
tion magnétique (∇· b = 0) et la relation magnétiquedu vide (b = µ0 h) pour obtenir ave
 les hypothèses H1, H2 que ∀x3

b2(x1, 0, x3, t) =
µ0 i(x3, t)

2π

[{
1

x1−d/2
si |x1 − d/2| > a

x1−d/2
a2 sinon }

−
{

1
x1+d/2

si |x1 + d/2| > a
x1+d/2

a2 sinon }]d'où, par intégration dire
te
ϕ(x3, t) = l i(x3, t) ave
 l =

µ0

π

(

log
d

a
+

1

2

) (l'indu
tan
e par unité de longueur)Cette façon de faire 
omporte 
ependant une petite erreur (que Maxwell lui-même a fait) et qui devraitêtre levée dans un 
ours d'éle
tromagnétisme pour lequel la valeur 
orrigée de l'indu
tan
e sera
l =

µ0

π

(

log
d

a
+

1

4

)Problème d'éle
trostatique bidimensionnelle On utilise Maxwell-Faraday sans l'indu
tion mag-nétique (∇× e = 0), Gauss-éle
trique (∇ · d = ρ) et la relation diéle
trique (d = ǫ0 e) pour obtenir ave
les hypothèses H1, H2 que
q = c v ave
 c =

ǫ0 π

log




d

2a
+

√
(

d

2a

)2

− 1





(la 
apa
ité par unité de longueur)
Si on a fait l'analyse (relevant d'un 
ours d'éle
tromagnétisme ultérieur) que la tension est uniformémentrépartie dans les 
ondu
teurs, le détail du 
al
ul de la 
apa
ité est fait en exer
i
e dans le 
adre du 
oursd'analyse 
omplexe de semestre 2.L'équation du télégraphiste pour la ligne bi�laire dans le vide La 
olle
tion des résultatsobtenus permet d'é
rire que sous réserve des hypothèses H0, H1 et H2 le 
ourant et la tension tels quedé�nis pré
édemment sont solutions de

{
−∂3i = c ∂tv
−∂3v = r i + l ∂ti4



où les 
oe�
ients linéiques r, l, c dépendent des paramètres géométriques d et a suivant des expressions
laires.L'équation du télégraphiste est généralement présentée en éliminant l'une des variables i ou v dusystème pré
édent au prix de l'introdu
tion de dérivées d'ordre deux. Par exemple pour le 
ourant
∂2

33i = rc ∂ti + lc ∂2
ttiL'intérêt est que le 
ara
tère hyperbolique de l'équation aux dérivées partielles apparaît 
lairement.Et en�n on peut signaler qu'il est 
ourant de présenter l'équation du télégraphiste par 
e s
hémaéle
trique

r δx3 l δx3

c δx3v(x3, t) v(x3 + δx3, t)

i(x3, t)

−i(x3, t)

i(x3 + δx3, t)

−i(x3 + δx3, t)qui met en relation des 
ouples (tension, 
ourant) à la position x3 et à la position x3 + δx3 
onformémentaux équations qui viennent d'être obtenues et est peut-être un bon moyen mnémote
hnique pour sesouvenir des relations.Modèle de ligne éle
trique en régime sinusoïdal établiOù on part de l'équation du télégraphiste (voir le do
ument 
onsa
ré à l'établissement del'équation du télégraphiste dans 
e wiki) pour obtenir un modèle de 
ir
uit éle
trique propre àreprésenter une ligne éle
trique.L'équation du télégraphisteLe s
héma éle
trique de l'équation du télégraphiste est
r δx l δx

c δxv(x, t) v(x + δx, t)

i(x, t)

−i(x, t)

i(x + δx, t)

−i(x + δx, t)qui met en relation des 
ouples (tension, 
ourant) à la position x et à la position x + δx sur la ligne demanière qu'on puisse retrouver que le système d'équations aux dérivées partielles liant la tension et le
ourant est {
−∂xi = c ∂tv
−∂xv = r i + l ∂tioù les 
oe�
ients linéiques r, l, c sont les résistan
es, indu
tan
e et 
apa
ité par unité de longueur de laligne.Appli
ation au 
as où les grandeurs sont sinusoïdales en tempsSi on suppose que la tension et le 
ourant sont de la forme

v(x, t) =
√

2ℜ{V (x) expj ωt} ; v(x, t) =
√

2ℜ{I(x) expj ωt}où V (x) et I(x) sont des amplitudes 
omplexes dépendant de la position x, on obtient alors
ℜ
{(

dI

dx
+ j cω V

)

expj ωt

}

= 0 ; ℜ
{(

dV

dx
+ r I(x) + j lω I

)

expj ωt

}

= 05



Ces relations doivent être réalisées pour tout temps et en parti
ulier pour t = 0 et t = π/(2 ω) d'où
dI

dx
+ j cω V = 0 ;

dV

dx
+ (r + j lω) I = 0C'est un système d'équations di�érentielles ordinaires qui s'intègre exa
tement 
omme dé
rit dans le 
oursintrodu
tion aux équations di�érentielles ordinaires du semestre 1 (p. 19) et dont la solution est4





V (x)

I(x)



 =







cosh
(√

j cω(r + j lω) x
) −√r + j lω√

j cω
sinh

(√

j cω(r + j lω) x
)

−√j cω√
r + j lω

sinh
(√

j cω(r + j lω) x
)

cosh
(√

j cω(r + j lω) x
)











V (0)

I(0)



où on utilise les valeurs de la tension et du 
ourant à la position x = 0 
omme 
onstantes d'intégration.Si la ligne est de longueur H et qu'on pose
{

I0 = I(0)
V 0 = V (0)

;

{
I1 = I(H)
V 1 = V (H)qui sont les 
ourants et les tensions aux deux extrémités de la ligne ; on obtient la relation quadripolaire(les quadripoles seront sans doute enseignés ultérieurement)





V 1

I1



 =







cosh
(√

j cω(r + j lω) H
) −√r + j lω√

j cω
sinh

(√

j cω(r + j lω) H
)

−√j cω√
r + j lω

sinh
(√

j cω(r + j lω) H
)

cosh
(√

j cω(r + j lω) H
)











V 0

I0



entre les tensions et 
ourants aux deux extrémités.On remarque que 
ette relation s'inverse fa
ilement pour donner




V 0

I0



 =







cosh
(√

j cω(r + j lω) H
) √

r + j lω√
j cω

sinh
(√

j cω(r + j lω) H
)

√
j cω√

r + j lω
sinh

(√

j cω(r + j lω) H
)

cosh
(√

j cω(r + j lω) H
)











V 1

I1



(1)Ligne sans perte JouleDans 
e 
as on a r = 0 et la relation pré
édente devient




V 0

I0



 =







cos
(√

lcω H
)

j

√

l

c
sin
(√

lcω H
)

j

√
c

l
sin
(√

lcω H
)

cos
(√

lcω H
)











V 1

I1



On appelle
z =

√

l/c impédan
e 
ara
téristique de la ligne Ω

v = 1/
√

lc vitesse de propagation dans la ligne m/s
ω pulsation sour
e rd/s
f fréquen
e sour
e Hz
λ = v/f longueur d'onde dans la ligne à la fréquen
e sour
e f m
e qui permet de réé
rire sous forme plus 
ompa
te





V 0

I0



 =







cos

(

2π
H

λ

)

j z sin

(

2π
H

λ

)

j
1

z
sin

(

2π
H

λ

)

cos

(

2π
H

λ

)











V 1

I1



4Se
ondairement, on n'hésitera pas à utiliser le 
al
ul formel : voir les instru
tions mathemati
a dans le wiki6



et d'analyser simplement la situation où la ligne alimente une 
harge d'impédan
e Z soit
V 1 = Z I1L'impédan
e à l'entrée de la ligne est alors

V 0

I0

=

Z cos

(

2π
H

λ

)

+ j z sin

(

2π
H

λ

)

j
Z

z
sin

(

2π
H

λ

)

+ cos

(

2π
H

λ

)Ligne en 
ourt-
ir
uit Z = 0L'impédan
e d'entrée de ligne devient
V 0

I0

= j z tan

(

2π
H

λ

) et la ligne est si 0 < H < λ
4

une indu
tan
e pure ;si λ
4

< H < λ
2

une 
apa
ité pure ;pour H = λ
4

un 
ir
uit ouvert (à vide) ;pour H = λ
2

un 
ourt-
ir
uit.Ligne à vide Z =∞L'impédan
e d'entrée de ligne devient
V 0

I0

=
−jz

tan

(

2π
H

λ

) et la ligne est si 0 < H < λ
4

une 
apa
ité pure ;si λ
4

< H < λ
2

une indu
tan
e pure ;pour H = λ
4

un 
ourt-
ir
uit ;pour H = λ
2

un 
ir
uit ouvert (à vide).Ligne 
hargée par une résistan
e de valeur Z = zL'impédan
e d'entrée de ligne devient V 0

I0

= z la ligne est une résistan
e pure !Expli
ationsOn voit que suivant la longueur de ligne l'ensemble ligne+
harge peut avoir des 
omportements biendi�érents.Cette variété s'explique par le fait que l'équation du télégraphiste porte en elle le mé
anisme essentielde la propagation et que passer dire
tement en régime établi sinusoïdal 
omme on l'a fait 
onduit en faità l'étude du régime parti
ulier des ondes stationnaires.L'analyse serait très intéressante à faire (voir par exemple la rubrique télégraphiste dans onde éle
tro-magnétique de 
e wiki) mais elle sort du 
adre usuel de l'étude des lignes éle
triques transportant de lapuissan
e dans lequel on 
onvient de ne jamais dépasser une longueur d'une fra
tion du quart de longueurd'onde.Cir
uit éle
trique équivalentL'habitude est d'exprimer les équations liant les tensions et 
ourants d'entrée et de sortie de la ligne(1) au moyen d'un s
héma éle
trique.Il y a plusieurs possibilités dont 
elle du s
héma en Π (Y est une admittan
e)
I0 Z

2

Y

2

Y

I1

V 0 oo V 1 oo
I

7



qui 
orrespond aux équations
Y

2
V 0 = I − I0 ;

Y

2
V 1 = I0 − I ; V 0 − V 1 = Z Iet à la mise en forme quadripolaire





V 0

I0



 =








1 +
Y Z

2
Z

Y

2

(

1 +
Y Z

2

)

1 +
Y Z

2












V 1

I1



Par identi�
ation ave
 (1), en utilisant les notations du paragraphe pré
édent et après quelques 
al
ulson retire que
Z = z

√

1− j r

lω
sinh

(

j
Hω

v

√

1− j r

lω

)

; Y =
2

z

√

1− j r

lω

cosh

(

j
Hω

v

√

1− j r

lω

)

− 1

sinh

(

j
Hω

v

√

1− j r

lω

)

Ligne 
ourteLes valeurs de Y et Z pré
édentes sont un peu dé
evantes dans la mesure où, sauf dans le 
as r = 0,on ne peut pas les identi�er 
lairement à des 
omposants 
omme des résistan
es, des réa
tan
e ou desadmittan
es.Mais par 
ontre si on se pla
e dans le 
as des lignes 
ourtes pour lesquelles H << λ/4 alors
Hω

v

√

1− j r

lω
= 2π

H

λ

√

1− j r

lω
<< 1et un développement limité à l'ordre 2 des fon
tions hyperboliques 
onduit à

Z = r H + j l H ω ; Y = c H ω =⇒ Z = R + jL ω ; Y = j Cωoù s'introduisent les résistan
e R, indu
tan
e L et 
apa
ité C globales de la ligne.Le s
héma éle
trique en Π équivalent à une ligne 
ourte est don

I0

R + j Lω

2

j Cω

2

j Cω

I1

V 0 oo V 1 ooDi�érentes représentations du s
héma en ΠOn reprend le s
héma en Π en X, Y dans lequel on ne spé
i�e pas les valeurs de l'impédan
e Z etde l'admittan
e Y ; l'intérêt est qu'ainsi on peut modi�er 
ette dernière pour lui in
orporer un terme derésistan
e de fuite (on é
rit que Y = j Cω +
1

Rfuite qui n'est pas présent dans les analyses qui ont étémenées jusqu'i
i.Les équations sont toujours
Y

2
V 0 = I − I0 ;

Y

2
V 1 = I0 − I ; V 0 − V 1 = Z I8



Et on 
onstate qu'après avoir éliminé I, il ne reste que deux équations linéaires liant les 4 variables V 0,
I0, V 1 et I1.Suivant l'utilisation du s
héma en Π 
ertaines formes d'expression de 
es équations sont plus fa
iles àutiliser que d'autres. Aussi, pour aider, voi
i le 
ortège de 
es formes équivalentes asso
iées au nom quileur est généralement donné.Matri
e de transfert (

V 0

I0

)

=
1

4

(
4 + 2 Y Z 4Z

Y (4 + Y Z) 4 + 2 Y Z

)(
V 1

I1

)

Matri
e impédan
e (
V 0

V 1

)

=
2

Y (4 + Y X)

(
2 + Y Z 2

2 2 + Y Z

)(
I0

−I1

)

Matri
e admittan
e (
I0

−I1

)

=
1

2 Z

(
2 + Y Z −2
−2 2 + Y Z

)(
V 0

V 1

)

Matri
e hybride (
V 1

I0

)

=
1

2 (2 + Y Z)

(
4 −4 Z

Y (4 + Y Z) 4

)(
V 0

I1

)

Matri
e hybride (
V 0

I1

)

=
1

2 (2 + Y Z)

(
4 4 Z

−Y (4 + Y Z) 4

)(
V 1

I0

)

Des notations plus simples pour le modèle du télégraphisteLes notations en fon
tions hyperboliques à arguments 
omplexes de (1) sont utilisées mais elle neparlent �nalement pas trop à l'entendement, aussi, en in
orporant la longueur d'onde et l'impédan
e
ara
téristique, propose-t'on les formules
cosh

(√

j cω(r + j lω) H
)

= cos

(

2π
H

λ

√

1− j
r

lω

)

sinh
(√

j cω(r + j lω) H
)

= j sin

(

2π
H

λ

√

1− j
r

lω

)de manière à réé
rire (1) 
omme






V 0

I0







=











cos

(

2π
H

λ

√

1− j
r

lω

)

j z

√

1− j
r

lω
sin

(

2π
H

λ

√

1− j
r

lω

)

j

z

√

1− j
r

lω

sin

(

2π
H

λ

√

1− j
r

lω

)

cos

(

2π
H

λ

√

1− j
r

lω

)

















V 1

I1







Compléments aux modèles de la ligne éle
trique bi�laireOù on 
omplète 
e qui a été dit à propos des lignes pour l'adapter à des situations pratiques.Mais attention, i
i on va très vite ! C'est juste pour donner une idée de 
e que serait un 
oursplus ample.Ligne triphaséeSi on donne les quatre domaines de R
3 : D1 = {x tel que (x1 − X1)

2 + (x2 − Y1)
2 < a2}, D2 =

{x tel que (x1 −X2)
2 + (x2 − Y2)

2 < a2}, D3 = {x tel que (x1 −X3)
2 + (x2 − Y3)

2 < a2} et D0 = {x /∈
D1 ∪D2 ∪D3} 9



L'introdu
tion de 
e qu'on va 
onvenir d'appeler une ligne triphasée (dans l'espa
e vide) se traduitalors par la spé
i�
ation (σ est réel et positif, 
'est la 
ondu
tivité éle
trique du matériau utilisé pour laligne)
s(x) =

{
σ si x ∈ D1 ∪D2 ∪D3

0 sinonet le problème de la des
ription en terme de 
hamps de la ligne triphasée 
onsiste à trouver toutes lessolutions possibles des équations de Maxwell munies des relations 
onstitutives dans 
e 
as.En pro
édant de façon analogue (et ave
 l'hypothèses H1) à 
e qui a été établi pour la ligne bi�laire,on arrive à dé�nir
v1(x3, t), v2(x3, t), v3(x3, t) les tensions de phases
i1(x3, t), i2(x3, t), i3(x3, t) les 
ourants de phases
ϕ1(x3, t), ϕ2(x3, t), ϕ3(x3, t) les �ux magnétiques par unité de longueur de phases
q1(x3, t), q2(x3, t), q3(x3, t) les 
harges éle
triques par unité de longueur de phases.qui sont liés par

∀n = 1, 2, 3 : −∂3vn = r in + ∂tϕn ; −∂3in = ∂tqnEnsuite on utilise l'hypothèse H2 pour obtenir qu'il existe des liaisons entre d'une part les �ux et 
ourantset d'autres part les 
harges et tensions de la forme
ϕn = Mnm im ; qn = Cnm vmoù les relations sont à prendre au sens de la 
onvention d'Einstein pour des tenseurs de premier ordre àtrois 
omposantes ϕ, i, q et v et des tenseurs du se
ond ordre M et C.Si les trois domaines Dn sont répartis de façon symétrique, par exemple

Xn + j Yn = d expj 2π/3alors l'analyse des problèmes de magnétostatique permettant d'obtenir les valeurs des Mnm et éle
trosta-tique permettant d'obtenir les Cnm 
onduit à
Mnm = (M −M ′) δnm + M ′1nm ; Cnm = (C − C ′) δnm + C ′1nmoù on note

δnm =

{
0 si n 6= m
1 sinon (Kroneker) ; 1nm = 1 (unité)Si on ajoute de plus les 
onditions de régime triphasé équilibré

1nm im = 0 ; 1nm qm = 0 ; 1nm ϕm = 0 ; 1nm vm = 0alors on arrive à tranformer les les liaisons en
∀n = 1, 2, 3 : −∂3vn = r in + (M −M ′) ∂tin ; −∂3in = (C − C ′) ∂tvnqui dé
ouplent parfaitement les trois phases en trois équations identiques pour 
ha
unes des phases etpermettent de représenter la ligne triphasée équilibrée ave
 un s
héma équivalent de ligne bi�laire.La terreLes lignes ont été jusqu'i
i 
onsidérées 
omme des objets pla
és dans un espa
e vide. Mais évidemmentsi 
'est une idéalisation 
ommode pour introduire les propriétés intrisèques aux lignes, 
'est aussi unesituation parfaitement irréaliste. On va maintenant 
orriger 
e défaut d'adéquation ave
 la réalité enintroduisant la notion de � terre. �Si on reprend la des
ription de la ligne bi�laire au niveau éle
tromagnétique qu'on introduit main-tenant un domaine Dt = {x tel que x2 < −h} qui �gure la présen
e de la terre au sens litéral alors la
ondu
tivité dans l'espa
e devient

s(x) =







σ si x ∈ D+ ∪D−

σt x ∈ Dt

0 sinonDeux questions arrivent tout de suite. 10



� Quelle est la 
ondu
tivité de la terre ?La réponse n'est évidemment pas simple. On retient souvent un ordre de grandeur σt ≈ 10−2 (Ωm)−1mais la nature des matériaux 
omposant le sol peuvent faire varier 
onsidérablement 
ette quantité.Par exemple la 
ondu
tivité de l'eau de mer est de 5 (Ωm)−1...� Comment prendre en 
ompte la présen
e de 
e domaine 
ondu
teur Dt ?C'est un problème d'indu
tion éle
tromagnétique qui ne peut pas être développé dans 
ette présen-tation rapide des lignes mais dont les 
on
lusions sont qu'en gros le 
ourant éle
trique de retourpar la terre se réparti dans une se
tion su�samment grande pour que la résistan
e éle
trique qu'ilren
ontre soit négligeable.En 
on
lusion, l'équation du télégraphiste est également un modèle 
orre
t pour dé
rire une ligne éle
-trique 
omposée d'un seul �l ave
 retour par la terre.
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