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Optimisation en dimension �nieG. Vinsard15 juillet 2009Ce poly
opié 
orrespond à la version 2004�2005 de l'enseignement que j'ai prodigué pendant prèsde dix ans.M Antoine qui assure 
et enseignement à partir de l'année 2005-2006 me fait l'honneur de désirerque 
e texte soit distribué aux étudiant et je l'en remer
ie.Toutefois, il est 
ertain qu'il y aura des variations (positives) entre son 
ours et 
elui qui 
orre-spond au poly
opié. Aussi je re
ommande aux étudiants la plus grande pruden
e dans la 
onsul-tation de 
e poly
opié qui n'est fourni qu'à titre indi
atif.RésuméLes méthodes de minimisation sans 
ontrainte sont traitées ; notamment la question de la 
onvergen
e des méthodesde Newton et du gradient ; les méthodes à métrique variable sont brièvement expliquées.Les méthodes de minimisation ave
 
ontraintes égalité et inégalité sont traitées dans le 
as d'une seule 
ontrainte ;notamment les 
al
uls sont poussés jusqu'à l'ordre deux.Le 
as de plusieurs 
ontraintes égalités est également brièvement traité mais, 
aetera desunt, pas 
elui de plusieurs
ontraintes inégalités.Un nombre important de référen
es bibliographiques est fourni et on a essayé de munir 
e texte d'un guide de le
turede 
es référen
es.Une brève analyse du 
hoix des logi
iels à faire pour traiter des problèmes d'analyse numérique est également in
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Introdu
tionLes gens pressés lisent rarement les introdu
tions. Ils ne prennent pas la peine de méditer sur 
e petit paradoxe selonlequel on ne peut jamais rien trouver.En e�et si on 
onsidère une 
hose 
her
hée alors 
elui qui la 
her
he 
onnaît 
ette 
hose ou ne la 
onnaît pas. Dansle premier 
as il n'a pas besoin de la 
her
her puisqu'il la 
onnaît ; dans le se
ond 
as 
omment pourrait-il la re
onnaîtrepuisqu'il ne la 
onnaît pas ?C'est pourquoi les introdu
tions 
ontiennent généralement des indi
ations préliminaires sur le sujet qui va être traité ;en quelque sorte un portrait robot de 
e sujet qui ne sera 
onnu 
ependant qu'après la le
ture du 
orps du texte.C'est don
 important de lire une introdu
tion ; et 
ela pro
ure un avantage aux gens qui ne sont pas pressés sur 
euxqui le sont.Intérêts de l'enseignementVoi
i déjà trois 
lasses de raisons pour s'intéresser à 
et enseignement.Intérêt physiqueOn sait qu'un 
ertain type de for
es est représenté par le ve
teur obtenu en faisant la variation première de l'énergiepotentielle par rapport à 
es arguments.On sait aussi que là où la for
e disparaît, il su�t que la vitesse soit nulle pour que le mouvement puisse ne pas seproduire.Cet état s'appelle l'équilibre.Déterminer les états possibles d'équilibre d'un système physique est sûrement utile ; on peut formuler 
ette re
her
heen terme mathématique par la re
her
he de l'argument minimisant d'une fon
tion, l'énergie potentielle ; 
e qui est l'objetprin
ipal de l'enseignement.Intérêt é
onomiquePrenons un exemple.On 
onnaît la loi de distribution du nombre de 
lients sus
eptibles d'a
heter un produit ; 
ette loi dépend d'un 
ertainnombre de paramètres qui sont : le prix de vente, l'investissement publi
itaire, l'investissement fait pour disposer d'unmagasin doté de fa
ilités d'a

ès et d'un personnel plus ou moins nombreux . . .Comment 
hoisir 
es paramètres de manière à maximiser les pro�ts 
ompte tenu d'autres paramètres qui sont : leprix d'a
hat en gros du produit, le prix de l'immobilier et les 
oûts salariaux ?Voilà en
ore un problème qui peut être représenté en terme mathématique la re
her
he de l'argument minimisantd'une fon
tion, le gain net.Intérêt métaphysiqueLes deux premiers points sont de nature purement utilitaires et il n'est pas ex
lu que, pour 
ette raison, ils ne
onvainquent pas 
eux qui étudient pour le plaisir d'étudier.Il est possible de faire remarquer à 
eux-
i qu'une question parti
ulièrement intéressante est savoir si une des
riptiondu monde sensible peut être entièrement formulée en terme mathématique.Personne n'en sait rien tant que l'opération n'est pas réalisée et il est 
ertain qu'elle ne le sera pas avant très longtemps.Il n'en est pas moins vrai que les prin
ipes d'extremums (pas extrema) ont joué jusqu'i
i un tel r�le en physique quenégliger délibérément leur étude serait une omission de même importan
e que 
elles qui 
onsisterait à ignorer Kant dansla théorie de la 
onnaissan
e ; Piaget dans une do
trine pédagogique ; voire Maxwell dans la théorie de l'éle
tri
ité.Stratégie de réda
tionQui se souvient de la formule d'extrapolation de Ri
hardson ? � Les le
teurs forment une partition de deux 
lasses
omportant : 
eux d'entre eux qui sont in
apables de donner les termes de 
e qu'on appelle la formule d'extrapolation deRi
hardson ; et 
es autres qui en sont 
apables.Le parti pris de 
e texte est alors que les éléments de la se
onde 
lasse ne se sentiront pas insultés si la formuled'extrapolation de Ri
hardson est rappelée au pro�t des éléments de la première 
lasse.Voi
i 
e qui 
ara
térise la ta
tique de réda
tion ; toutes les te
hniques mathématiques sont rappelées.Mais pour ne pas alourdir le texte par trop de 
onsidérations 
onnexes, la stratégie de réda
tion est elle d'éviter dedévelopper un 
adre mathématique trop stri
t.Par exemple, plut�t que d'introduire des emboîtements d'espa
es de fon
tions 
lassés selon leur dérivabilité, on se
ontentera de parler de �la 
lasse des fon
tions su�samment dérivables pour l'usage qu'on en fait�. Tant pis pour lesautres ! Et le soin de trouver si tel ou tel autre problème parti
ulier relève de 
e texte est laissé à l'appré
iation du le
teur.De plus la le
ture de la trilogie (l'enfant, le ba
helier et l'insurgé) de Jules Vallès a 
onvain
u l'auteur qu'il faut�Des exemples ! Sans exemples je ne 
omprend rien�Jules VallèsAussi 
eux-
i sont nombreux.
1
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Contenu du texteMinimisation sans 
ontrainteOn 
ommen
e par dis
uter de la �minimisation sans 
ontrainte de fon
tions� f dont l'argument est un ve
teur x de
N nombres réel et la valeur un nombre réel.La première 
lasse de méthode de minimisation qui, partant d'un ve
teur x0 initial permet de 
onstruire un ve
teur
x1 tel que f(x1) ≤ f(x0) en n'utilisant que x0 est introduite sous les deux formes 
omplémentaires que sont les méthodesde Newton et du gradient.Ces deux méthodes sont étudiées dans leur prin
ipe et 
ette étude est 
omplétée par 
elle de leur 
onvergen
e. Oninsiste notamment sur la �
onvergen
e lo
ale� de la méthode de Newton et la �
onvergen
e globale� de la méthode dugradient.La se
onde 
lasse des méthodes à métrique variable est introduite en la présentant 
omme une imitation de la méthodede Newton qui peut être fait en utilisant le point x0 mais aussi 
eux qui le pré
èdent.La des
ription de la méthode du gradient 
onjugué pour les systèmes linéaires a été inter
alée entre 
elles des deux
lasses pour fournir une illustration de la dernière.Minimisation ave
 une seule 
ontrainte égalitéEnsuite on dis
ute de la �minimisation sans 
ontrainte de fon
tions� f dont l'argument est un ve
teur x de N nombresréel assujettis à appartenir à une hypersurfa
e de l'espa
e de tous les N nombres possibles et la valeur un nombre réel.On insiste parti
ulièrement sur le 
as où l'hypersurfa
e est di�érentiable et dépourvue de singularité a�n de montrerla dualité entre une représentation par équation et par paramétrisation de 
ette hypersurfa
e.On utilise la possibilité de paramétrisation pour déduire les �méthodes lagrangiennes� de résolution.Les investigations sont poussées jusqu'au se
ond ordre de dérivation.En�n on étudie les �méthodes de pénalisation�.Minimisation ave
 une seule 
ontrainte inégalitéPuis on dis
ute de la `minimisation sans 
ontrainte de fon
tions� f dont l'argument est un ve
teur x de N nombresréel assujettis à être situés d'un seul 
�té d'une hypersurfa
e de l'espa
e de tous les N nombres possibles, pour autantque 
e soit possible, et la valeur un nombre réel.On montre que 
e problème se ramène soit au 
as de la minimisation sans 
ontrainte soit au 
as de la minimisationave
 une 
ontrainte d'égalité ; puis on donne le formalisme qui permet de regrouper 
es deux 
as en un seul.Les méthodes de pénalisations appropriée au 
as de la 
ontrainte inégalité sont également expliquées.Minimisation ave
 plusieurs 
ontraintesLe 
as des 
ontraintes égalité est traité, un peu 
omme une re
opie mutatis mutandi du 
as où il n'y avait qu'uneseule 
ontrainte, mais en prenant en 
ompte néanmoins sa spé
i�
ité.Le 
as de multiples 
ontraintes inégalités n'est pas traité. Même pas dans sa version de programmation linéaire.Les logi
ielsTraiter de problèmes d'analyse numérique sans évoquer les logi
iels de 
al
ul 
'est un peu étudier l'eau sè
he (pourune expli
ation de 
ette référen
e on pourra 
onsulter [Fey95, tome 2, pp. 377�411℄) : 
'est né
essaire mais pas su�sant.On a joint alors une partie traitant des logi
iels de 
al
uls en mettant un a

ent parti
ulier sur un logi
iel de 
al
ulformel fa
ile d'utilisation.La bibliographieUne bibliographie importante a été donnée. La majeure partie des titres dépassent le 
adre de l'optimisation et mêmede l'analyse numérique en général mais tous 
es titres traitent néanmoins du sujet même si 
'est parfois de manière peuapparente.De manière à re
onnaître 
eux des ouvrages qui intéressent le plus dire
tement le sujet traité, l'optimisation, les titreset les pages de 
es titres 
orrespondant aux référen
es sont marqué expli
itement dans le texte.De plus un petit guide de le
ture est pla
é avant la liste de référen
e.L'esprit de l'analyse numériqueAvant d'entrer dans la problématique de l'optimisation une re
ommandation peut être faite.Généralement un problème de minimisation sous 
ontraintes vient d'un problème physique ; la modélisation de 
eproblème 
onduit à un problème mathématique. On aurait grand tort de reporter toute la di�
ulté de l'ensemble surla partie mathématique ; bien souvent une formulation maladroite 
onduit à une 
omplexité mathématique importantealors qu'une formulation plus adroite peut 
onduire à un problème simple.Pour illustrer 
e dernier propos sans dé�orer le sujet de l'optimisation, on peut rappeler 
e qu'est la méthode d'inté-gration de Gauss.Il s'agit de trouver une formule

∫ 1

0

f(x) dx ≈
N
∑

n=0

wnf(xn)qui serait exa
te pour des polyn�mes de degré le plus grand possible.2
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Pour 
ela on peut déjà introduire un polyn�me de degré P et é
rire
P
∑

p=0

αp

∫ 1

0

xp dx =

N
∑

n=0

P
∑

p=0

αpwnx
p
n
e qui permet déjà de trouver les wn en fon
tion des xn en 
hoisissant de limiter le degré P à P = N .Si maintenant on veut augmenter en
ore le degré pour lequel la formule est exa
te en 
hoisissant 
onvenablement les

xn on est 
onduit à des équations non-linéaires en xn dont il paraît di�
ile de trouver les solutions.Qu'est-
e alors que la méthode de Gauss ? Loin de 
her
her à résoudre 
es équations non-linéaires, on 
her
he au
ontraire à reformuler le problème en remarquant qu'un polyn�me P (x) de degré P > N peut s'é
rire l'é
rivant
P (x) = Q(x)K(x) +R(x)où K(x) est un polyn�me donné, Q(x) et R(x) le quotient et le reste de la division de P (x) par K(x).De 
ette façon on s'intéresse déjà au produit s
alaire

< Q,K >=

∫ 1

0

Q(x)K(x) dxet notamment on remarque qu'on peut 
onstruire la suite de polyn�mes orthogonauxK0 = 1,K1(x) = x−1/2K0(x),. . .parle pro
édé de S
hmidt.Si don
 on 
hoisissait pour K(x) le polyn�me KN+1(x), on pourrait é
rire un polyn�me quel
onque de degré N 
omme
P (x) = Q(x)KN+1(x) +R(x)où le degré de Q(x) est inférieur ou égal à N ainsi que le degré de R(x).De 
ette façon
∫ 1

0

P (x) dx =

∫ 1

0

R(x) dxpuisque Q(x) est alors né
essairement orthogonal à KN+1(x).Il su�t alors de 
hoisir les xn de la formule d'intégration 
omme les zéros de KN+1(x) de manière que
P (xn) = R(xn)et on dispose alors d'une formule d'intégration demandant le 
al
ul de N+1 termes et qui est valable pour des polyn�mesde degré 2N + 1.Voilà une formulation adroite du problème ! La formulation maladroite eut été de vouloir résoudre de façon dire
teles équations non-linéaires.Il n'y a pas de `problèmes bourins' (si
 ! Entendu lors d'une séan
e d'exer
i
e où il était demandé de faire un 
al
ulun peu sérieux.) mais seulement des formulations maladroites de 
es problèmes qui rendent leur résolution `bourine'.

3
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Première partieRappelsCes rappels ont deux obje
tifs : rappeler bien sûr, mais aussi habituer le le
teur aux notations utilisées dans lasuite.Il se peut que 
e ne soit pas des rappels ; pour pallier 
e 
as, des indi
ations bibliographiques ont été portées.1 Éléments disparates1.1 Analyse1.1.1 Di�érentiabilitéLa di�érentiabilité des fon
tions de plusieurs variables est traitée dans la liste (non exhaustive) : [LS89, pp :215�227℄, [S
h81, pp : 192�204℄, [KF94, pp : 475�489℄, [Car77, pp : 64�79℄, [Rud95b, pp : 197�204℄, [Rai93,pp : 88-128℄, [SG89, tome 2, pp : 191�229℄.On donne i
i un rappel des résultats qui sert également de familiarisation ave
 les notations utilisées.Une fon
tion f est di�érentiable deux fois au point x si elle peut être é
rite
f(x′′) = f(x+ δλx′) = f(x) + δλ∇f(x) · x′ +

1

2
(δλ)2∇2f(x) · (x′, x′) + o(δλ2) (1)où � o est une fon
tion réelle quel
onque (mais dépendant de f) telle que

lim
ǫ→0

o(ǫ)

ǫ
= 0 (2)� la notation ∇f(x) · x′n signi�e :

∇f(x) · xn =

N
∑

n=1

∂f

∂xn
(x)xn (3)si les 
omposantes du ve
teur x sont notées x1, . . . xN .

∇f(x) s'appelle le gradient de f .� la notation ∇2f(x) · (x′, x′) signi�e :
∇2f(x) · (x′, x′) =

N
∑

n=1

N
∑

m=1

∂2f

∂xnxm
(x)x′nx′m (4)

∇2f(x) s'appelle le Hessien de f ou en
ore le Ja
obien de ∇f(x).Cette dé�nition de la di�érentiabilité est 
elle de Fré
het :� les dérivées premières sont représentées par une forme linéaire (notée ∇f(x)·) dont les 
omposantes sont les dérivéespartielles premières de la fon
tion f(x) et qui s'applique à un ve
teur quel
onque x′ de EN .� les dérivées se
ondes sont représentées par une forme bilinéaire symétrique (notée ∇2f(x)·) dont les 
omposantessont les dérivées partielles se
ondes de la fon
tion f(x) et qui s'applique a priori à un 
ouple de ve
teurs quel
onque
(x′, x′′) de EN . I
i on n'utilise 
ette forme bilinéaire symétrique que pour x′′ = x′.Il est possible d'avoir une autre dé�nition de la di�érentiabilité (
elle de Gâteaux) en 
onsidérant les dérivées dans ladire
tion du ve
teur x′ et en n'assimilant pas né
essairement 
es dérivées en des formes linéaires et bilinéaires 
ommepré
édemment.La di�éren
e entre 
es deux dé�nitions est 
lassiquement illustrée par la fon
tion

f : EN −→ R

x −→ f(x) = |x| =

√

√

√

√

N
∑

n=1

(xn)2
(5)Cette fon
tion admet une dérivée première en x = 0 dans 
ha
une des dire
tions x′ mais n'admet pas de développement(même limité à l'ordre 1) tel que (1) en 
e point.C'est du au manque de 
ontinuité de la dérivée dans une dire
tion en x = 0. En e�et s'il n'y a pas 
ontinuité de ladérivée dans une dire
tion, il n'existe pas un opérateur linéaire unique qui traduit 
elle-
i ; il y en a un à gau
he et un àdroite mais ils ne 
oïn
ident pas1Le lien entre les deux dé�nitions de la di�érentiabilité est alors que 
elles 
i 
oïn
ident si les dérivées dans toutes lesdire
tions sont 
ontinues, 
e que ne véri�e pas la fon
tion `valeur absolue'.1toutefois si on est près à abandonner l'idée que la dérivée doit être un élément simple (un nombre, un ve
teur, . . .) et qu'on veuille a

epterqu'elle puisse être plut�t un ensemble alors la notion est prête, 
'est 
elle de sous-gradient.

4
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Formule de Taylor ave
 reste Quand on utilise la formule de Taylor (1) ave
 la notation en o(), qui est très pratiquedans les 
al
uls où on sait qu'on �nira par tronquer les expressions de 
et o(), on oublie 
ependant un intermédiaire desraisonnements qui 
onduisent à elle et qui est la formule de Taylor ave
 reste (pour les démonstrations voir par exemple[SG89, tome 2, pp : 225�228℄).Si f est une fon
tion dérivable (indé�niment pour ne pas être gêné) de R −→ R alors on peut é
rire que
∃ θ ∈ [0, 1]

f(x+ x′) = f(x) +
df

dx
(x)x′ + . . .+

1

n!

dn

dxn
f(x)x′n +

1

(n+ 1)!

dn+1

dxn+1
f(x+ θx′)x′n+1 (6)Cette formule peut être généralisée dans le 
as des fon
tions à variables dans EN par� pour l'ordre 0 (0 si on 
onsidère que le reste 
orrespond à la fon
tion o)

∃ θ ∈ [0, 1] f(x+ δλx′) = f(x) + δλ∇f(x+ δλθx′) · x′ (7)� pour l'ordre 1
∃ θ ∈ [0, 1]

f(x+ δλx′) = f(x) + δλ∇f(x) · x′ +
δλ2

2
∇2f(x+ δλθx′) · (x′, x′)

(8)Le 
as des ordres supérieurs existe aussi mais ne sera pas utilisé i
i.1.1.2 Conditions né
essaire et su�sante de minimum lo
alLes 
onditions né
essaire et su�sante de minimum pour une fon
tion di�érentiable 2 fois sont traitées dansla liste (non exhaustive) : [LS89, pp : 215�227℄, [S
h81, pp : 350�392℄, [KF94, pp : 489�494℄, [Car77, pp :96�102℄, [Rud95b, pp : 197�204℄, [Rai93, pp : 129�138℄.On donne i
i un rappel des résultats qui sert également de familiarisation ave
 les notations utilisées.Si la fon
tion f est di�érentiable une fois au point x∞, alors elle peut être é
rite 
omme
f(x′′) = f(x∞ + (x′′ − x∞)) = f(x∞) + ∇f(x∞) · (x′′ − x∞) + o(|x′′ − x∞|) (9)Si |∇f(x∞)| 6= 0, on peut 
hoisir

x′′ = x∞ + δλ∇f(x∞) (10)et réé
rire (9) 
omme
f(x∞ + δλ∇f(x∞)) = f(x∞) + δλ(∇f(x∞))2 + o(δλ|∇f(x∞)|) (11)Pour δλ su�samment pro
he de 0, on peut don
 a�rmer que le signe de f(x∞ + δλ∇f(x∞)) − f(x∞) est 
elui de δλ.En 
onséquen
e le point x∞ n'est pas un minimum puisqu'il ne peut pas satisfaire (215). En renversant la propositionon obtient laCondition né
essaire f étant di�érentiable une fois au point x∞ , si x∞ est un minimum lo
al alors |∇f(x∞)| = 0,soit

∇f(x∞) = 0 (12)Si la fon
tion f est di�érentiable deux fois au point x∞ et que |∇f(x∞)| = 0, alors elle peut être é
rite 
omme
f(x′′) = f(x∞ + δλx′) = f(x∞) +

1

2
(δλ)2∇2f(x∞) · (x′, x′) + o(δλ2) (13)Pour δλ su�samment pro
he de 0,� si ∇2f(x∞) · (x′, x′) > 0 pour tout x′ 6= 0 alors il est 
lair que f(x∞) ≤ f(x′′) et on obtient laCondition su�sante f étant di�érentiable deux fois au point x∞, si le Hessien est dé�ni positif alors x∞ est unminimum lo
al� si ∇2f(x∞) · (x′, x′) ≥ 0 et qu'il existe une ou plusieurs dire
tions x′ pour lesquelles 0 est atteint alors il fautpousser plus loin le développement de Taylor dans 
es dire
tions pour pouvoir 
on
lure� si ∇2f(x∞) · (x′, x′) peut être indi�éremment négatif ou positif suivant x′ alors le point x∞ n'est pas un minimum,
'est juste un point stationnaire1.1.3 Théorème du point �xeDémonstration [S
h81, pp : 101�102℄, [SM84, pp : II-28�30℄Si a est est une fon
tion de EN dans EN :� telle que l'image a(D) d'un domaine D fermé et borné de EN est in
luse dans 
e domaine (a(D) ⊂ D� lips
hitzienne (et a est alors absolument 
ontinue puisque la 
onstante k ne dépend pas de x ou y) soit

∀x, y ∈ D |a(x) − a(y)| ≤ k|x− y| (14)� 
ontra
tante, 
'est à dire lips
hitzienne ave
 un 
oe�
ient k < 1alors l'itération
xn+1 = a(xn) (15)démarrée d'un point quel
onque x0 ∈ D, 
onverge vers un unique point �xe x∞ (don
 tel que a(x∞) = x∞) ave
 unevitesse de 
onvergen
e satisfaisant à

|xn − x∞| ≤ kn

1 − k
|x1 − x0| (16)ou en
ore

|xn+1 − x∞| ≤ k

1 − k
|xn+1 − xn| (17)Le théorème du point �xe sert essentiellement à �xer le 
adre théorique de la résolution d'équations sous la formed'itérations su

essives ave
 (15). 5
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1.2 Algèbre linéaireL'algèbre linéaire est traitée dans la liste (non exhaustive) : [SM84, Tome 1℄, [Cia82, pp : 3�134℄, [BBC+91,pp : 4�26℄.On donne i
i un rappel de résultats utiles pour la suite.1.2.1 Résultats et dé�nitionsMatri
es parti
ulières� matri
e adjointe et orthogonale : si les 
oe�
ients de A sont réels la matri
e adjointe est la transposée tA. Si Aest inversible et à 
oe�
ients réels, elle est orthogonale si A−1 = tA.� matri
e dé�nie positive : A est positive si
∀x ∈ EN

txAx ≥ 0 (18)elle est dé�nie si de plus
txAx = 0 ⇒ x = 0 (19)Il existe des 
ritères pratiques pour savoir si une matri
e est dé�nie positive : notamment le 
ritère de Silvester [Pos81a,p 100℄ qui 
orrespond au 
ritère qu'on peut déduire de l'algorithme de dé
omposition de Choleski.Diagonalisation Si la matri
e A est symétrique alors elle peut être diagonalisée ; la re
her
he des valeurs propres etde leurs ve
teurs propres asso
iés est di�
ile numériquement mais il ne faut pas oublier que� la tra
e de la matri
e est la somme des valeurs propres ;� le déterminant de la matri
e est le produit des valeurs propres (qu'on obtient alors quasiment dire
tement dans le
as N = 2).1.2.2 Résolution de systèmes linéairesLe problème de trouver pratiquement x∞ tel que

Ax∞ = b (20)où x∞ et b sont des ve
teurs de EN et A une matri
e N ×N symétrique peut être résolu par une méthode numérique :� dire
te : il s'agit alors d'une fa
torisation de type LU (Gauss), de type Choleski pour les matri
es dé�nies positivesou en
ore de type Householder.� itérative : il s'agit de méthodes de dé
omposition du type A = M − n qui peuvent être de type Ja
obi ou Gauss-Seidel (ave
 ou sans paramètre de relaxation). Les méthodes de type gradient et gradients 
onjuguées sont étudiéesi
i � 5.1, page 22.Le 
hoix d'une méthode de résolution dépend du type de matri
e envisagé, 
'est à dire de ses qualités (symétrique ounon, dé�nie positive ou non) et aussi de sa dimension (grand ou petit système). Une synthèse très 
laire peut être trouvéedans [BBC+91℄.1.2.3 Produit dyadiqueIl est possible de fabriquer une matri
e de terme général unvm (n pour la ligne m pour la 
olonne) sont les produitsdes 
omposantes de deux ve
teurs u = (u1 . . . uN ) et v = (v1 . . . vN ) de EN . Cette matri
e est le produit dyadique qui senote
]u, v[et peut être redé�nie 
omme l'opérateur linéaire tel que pour un ve
teur w de EN

]v, w[u = ( twu)v (21)L'intérêt de 
e produit dyadique2 est qu'il permet des manipulations fa
iles de propriétés sur les matri
es et deve
teurs.Orthogonalité Si on a besoin de tous les ve
teurs x orthogonaux, pour le produit s
alaire eu
lidien, à un ve
teur u,on peut é
rire 
eux-
i 
omme
∀ y ∈ EN x = y −

tyu
tuu

u (22)mais également
∀ y ∈ EN x = y − ]u, u[

tuu
y (23)
e qui 
onstitue une é
riture plus souple, si le 
al
ul mené est orienté �opérateur�.2On a préféré utiliser 
e nom an
ien dû à Gibbs plut�t que produit tensoriel a�n de ne pas subir toutes les 
onnotations de mot `tenseur'

6
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Inversibilité de pro
he en pro
he Si A est une matri
e N ×N inversible, u, v deux ve
teurs de EN tels que
1 + tuA−1v 6= 0 (24)alors on a

(A+]u, v[)−1 = A−1 − A−1]u, v[A−1

1 + tuA−1v
(25)Cette formule peut être véri�ée fa
ilement. La signi�
ation de la 
ondition (24) est qu'une proje
tion n'est pasinversible. En e�et si on 
onsidère

I−]u, u[ (26)alors
(I−]u, u[)−1 = I +

]u, u[

1 − u2
(27)qui n'existe que si u2 6= 1, 
'est à dire que si I−]u, u[ n'est pas l'opérateur de proje
tion sur l'hyperplan orthogonal à u.

I−]u, u[ est en e�et une homothétie de rapport 1 − u2 dans la dire
tion u et de rapport 1 dans les autres dire
tions.Produits Si A est une matri
e symétrique
A]v, w[ = ]Av,w[
]v, w[A = ]v,Aw[
]v, w[]v′, w′[ = twv′]v, w′[

(28)Proje
tion oblique Si on introduit
P (A, d) = I − ]Ad, d[

tdAd
(29)où A est une matri
e dé�nie positive (et alors l'angle entre les ve
teur d et Ad est stri
tement 
ompris entre −π/2) et

π/2 et d est un ve
teur, alors P (A,d) est la proje
tion oblique sur l'hyperplan orthogonal à d dans la dire
tion Ad
Ad

d

gP (A,d)g

On a, en utilisant (28),
P (A,d)A =

(

I − ]Ad, d[
tdAd

)

A = A tP (A,d) (30)où tP (A,d) est la transposée de P (A,d) ainsi que la proje
tion oblique sur l'hyperplan orthogonal à Ad dans la dire
tion
d. et les propriétés

P (A, d)Ad = 0
tP (A,d)d = 0

(31)On a aussi
tdAd′ = 0 =⇒ P (A,d)P (A,d′) = P (A,d′)P (A,d) (32)En e�et

P (A, d)P (A,d′) =

(

I − ]Ad, d[
tdAd

)(

I − ]Ad′, d′[
td′Ad′

)

= I − ]Ad, d[
tdAd

− ]Ad′, d′[
td′Ad′

+
]Ad, d[]Ad′, d′[

tdAd td′Ad′

= I − ]Ad, d[
tdAd

− ]Ad′, d′[
td′Ad′

+
tdAd′]Ad, d′[
tdAd td′Ad′

(33)d'où (32) : les proje
tions obliques 
ommutent pour des ve
teurs d et d′ tels que d et Ad′ (ou d′ et Ad) soient orthogonaux.De plus (démonstration analogue à la pré
édente, par inspe
tion)
tdAd′ = 0 =⇒ P (A,d)Ad′ = Ad′ (34)1.3 Formules diverses1.3.1 Inversion de A + δλBSi La matri
e A est inversible et que δλ est aussi petit qu'on veut alors A+ δλB est inversible et son inverse est aupremier ordre en δλ

(A+ δλB)−1 = A−1 − δλA−1BA−1 + . . . (35)
7
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1.3.2 Minimisation de 1

2

txAx −
tbxSi x∞ est le ve
teur qui minimise f(x) =

1

2
txAx− tbx alors le développement algébrique de

f(x∞ + δλx′) =
1

2
t(x∞ + δλx′)A(x∞ + δλx′) − tb(x∞ + δλx′) (36)peut être rangé en puissan
e 
roissante de δλ 
omme

f(x∞ + δλx′) = f(x∞) + δλ tx′

(

1

2
(A+ tA)x∞ − b

)

+
1

2
δλ2 tx′Ax′ (37)d'où on tire que né
essairement x∞ est solution de

1

2
(A+ tA)x∞ = b (38)et que 
'est su�sant si A est dé�nie positive.1.3.3 Extrapolation de Ri
hardsonSi une fon
tion f di�érentiable deux fois dont l'argument est un ve
teur x de EN et la valeur un nombre réel estdonnée, alors

f(x+ δλx′) = f(x) + δλ∇f(x) · x′ +
δλ2

2
∇2f(x) · (x′, x′) + o(δλ2)on a aussi

f(x+ kδλx′) = f(x) + kδλ∇f(x) · x′ + k2 δλ
2

2
∇2f(x) · (x′, x′) + o(δλ2)d'où il s'ensuit que

kf(x+ δλx′) − f(x+ kδλx′) = (k − 1)f(x) + k(1 − k)
δλ2

2
∇2f(x) · (x′, x′) + o(δλ2)et don
 que si on approxime f(x) par

f(x+ kδλx′) − kf(x+ δλx′)

1 − kplut�t que par
f(x+ δλx′)alors, si δλx′ 6= 0 quoique δλ soit petit, la première approximation est meilleure que la première puisque la di�éren
eentre f(x) et son approximation est un terme en δλ2 plut�t qu'un terme en δλ.Cela s'appelle une extrapolation de Ri
hardson ; et 
'est utile si f(x) est une quantité �nie di�
ile à 
al
uler numérique-ment.Par exemple si N = 1, x = 0 et f(x) = sin x/x+ x− 1 l'extrapolation de Ri
hardson est très e�
a
e.

x f(x) = sin x/x+ x− 1 (f(kx) − kf(x))/(1 − k) pour k = 1/20.1 -0.09833416646828153 -0.00083260435885157410.01 -0.009983333416666351 -8.33326041682625e-060.001 -0.0009998333333416376 -8.333332601750953e-080.0001 -9.999833333340646e-05 -8.333334022836425e-10ave
 deux 
al
uls pour 0.1 et 0.05 on obtient la pré
ision d'un 
al
ul pour 0.001.Cependant s'il se trouve que le point x annule ∇f alors l'extrapolation de Ri
hardson donne des résultats dé
evants.Par exemple pour N = 1, x = 0 et f(x) = sin x/x, on trouve (la 
olonne de l'approximation de Ri
harson estévidemment la même que pré
édemment)
x f(x) = sin x/x− 1 (f(kx) − kf(x))/(1 − k) pour k = 1/20.1 0.0016658335317184525 -0.00083260435885179620.01 1.6666583333546647e-05 -8.33326041682625e-060.001 1.666666583632903e-07 -8.333332601750953e-080.0001 1.66666658252268e-09 -8.333334022836425e-10on ne gagne qu'un fa
teur 2 en pré
ision pour le prix de deux 
al
uls.Ce résultat est normal si on examine le détail de la 
onstru
tion de la formule d'extrapolation.Mais là on peut fabriquer une extrapolation de Ri
hardson adaptée.

f(x+ kδλx′) − k2f(x+ δλx′)

1 − k2éradique le se
ond ordre plut�t que le premier ordre qui est de toute façon nulPar exemple toujours dans le 
as N = 1, x = 0 et f(x) = sin x/x, on trouve
x f(x) = sin x/x− 1 (f(kx) − k2f(x))/(1 − k2) pour k = 1/20.1 0.0016658335317184525 2.0827133839773637e-070.01 1.6666583333546647e-05 2.0833446079393525e-110.001 1.666666583632903e-07 2.220446049250313e-150.0001 1.66666658252268e-09 0.0où on obtient d'ex
ellents résultats. 8
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2 Les hypersurfa
es et les hypervolumesSi on se 
ontentait de l'espa
e sensible ordinaire à 3 dimensions, le titre porterait le nom `les surfa
es et lesvolumes' ; on a pré�xé 
es notions (premières ?) par `hyper' par
e qu'on a l'intention de parler d'espa
es dedimension �nie mais quel
onque.Il ne faudrait 
ependant pas 
roire que l'`espa
e sensible ordinaire à 3 dimensions' est simple et que par
e qu'ilest parfaitement 
ompris alors il peut servir de modèle à des études portant sur des espa
es de dimensionssupérieures.L'`espa
e sensible ordinaire à 3 dimensions' est 
ompliqué et s'il sert de modèle 
'est par
e que les senspermettent de l'explorer ; d'où l'adje
tif sensible qu'on lui a a

olé.De toute façon 
e n'est pas d'espa
e sensible qu'il s'agit mais plut�t des représentations d'objets dans 
et espa
e.Dans le 
as de 3 dimensions, on a l'idée intuitive qu'une surfa
e 
orrespond à une équation et qu'un volume
orrespond à une inéquation. On le verra, 
e n'est vrai qu'ave
 une pré
aution supplémentaire.Et l'objet de 
ette partie est essentiellement d'introduire 
ette pré
aution.2.1 Ce que peut représenter une équationUne équation est une expression de la forme
G(X) = 0où G est une fon
tion dont l'argument est pris dans EN et la valeur est réelle ; on peut a priori lui asso
ier le lieu D despoints dans EN qui satisfont à 
ette équation.Ainsi l'équation représente symboliquement 
e lieu (qui, si N = 3, peut être un vrai lieu dans l'espa
e) et on é
rit

D = {X ∈ EN tel que G(X) = 0}2.1.1 Un système d'équation se ramène à une seule équationSi D est donné par les P équations
D = {X ∈ EN tel que G1(X) = 0, . . . , GP (X) = 0} (39)alors en formant

G(X) = (G1(X))2 + . . .+ (GP (X))2 (40)on peut donner à D la dé�nition
D = {X ∈ EN tel que G(X) = 0} (41)2.1.2 Une équation peut être une inéquationSi maintenant on revient à D donné par une seule équation, alors en 
hoisissant
G(X) = W

(

N
∑

n=1

(Xn)2 − 1

) (42)où W (u) est une fon
tion d'argument réel à valeur réelle d'expression
W (u) =

{

0 si u ≤ 0
exp−1/u2 sinon (43)et de graphe

0 1 2 3 4-1 00.20.40.6
0.81.0

G est indé�niment di�érentiable et pourtant le domaine D de (39) pourrait tout aussi bien être donné par
D = {X ∈ EN tel que (X1)

2 + . . .+ (XN )2 ≤ 1} (44)
'est à dire par une inéquation.Ce qui est amusant 
'est qu'on a plus moins l'idée intuitive, dans le 
as de la dimension N = 3, qu'une équation,si elle est fabriquée en utilisant une fon
tion indé�niment di�érentiable, 
orrespond à une surfa
e et qu'une inéquation
orrespond à l'espa
e situé lo
alement d'un 
�té de 
ette surfa
e s'il existe.Et 
et exemple est emblématique de 
e 
e fait suivant lequel l'intuition peut être pris en défaut.
W est la fon
tion de Whitney que Whitney a spé
ialement 
onçue dans les années 40 pour l'usage qu'on en fait i
i :montrer qu'il existe des fon
tions indé�niment di�érentiables dont le graphe n'est pas une surfa
e [Pos81a℄.9
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2.1.3 Une équation 
orrespond à d'étranges lieuxPour illustrer qu'une équation puisse 
orrespondre à des situations très di�érente il su�t de fournir des exemples.Un premier lieu Dans le 
as N = 2, si
G(X) = G(X1,X2) = (X1)

2 + (X2)
2 −R2 (45)alors tant que R 6= 0 le domaine D 
orrespondant est un 
er
le ; si R = 0 
'est un point du plan.Un se
ond lieu Dans le 
as N = 2, si

G(X) = G(X1,X2) = (X1)(X2) −R2 (46)alors tant que R 6= 0 le domaine D 
orrespondant est 
omposé de deux bran
hes d'hyperboles ; si R = 0 il est 
omposéde deux droites du plan.Il y a une di�éren
e ave
 le premier lieu de (45) par
e-que i
i des points de D sont à l'in�ni ; de plus, si R 6= 0 D
omporte deux 
omposantes 
onnexes.Un tiers lieu
G(X) = G(X1,X2) = sin (X1X2) − a (47)alors si |a| > 0 le lieu est vide ; si |a| = 1 le lieu est la superposition des hyperboles X1X2 = 2k+1

2
π pour k entier relatif ;si |a| < 1, on pose sin θ = a et 
'est le lieu des hyperboles X1X2 = θ + 2kπ puis X1X2 = π − θ + 2kπ.Équation non algébrique Qu'est-
e qu'une expression algébrique ? C'est d'abord une 
ombinaison �nie de nombres,de variables et des signes `+', `-', `×' et `/' ; par extension les expressions algébriques peuvent également en être une
ombinaison in�nie ; puis pour ra

our
ir (oublier ?) l'in�ni on peut introduire des fon
tions 
omme `exp', `log', `sin'
omme termes légitimes d'expressions algébriques, même si on préfère souvent dire qu'il s'agit d'expressions analytiques.La fon
tion G peut ne pas avoir d'expression algébrique mais être dé�nie par un pro
essus itératif.Par exemple dans le 
as où P = 1 on peut donner un système di�érentiel 
omme











dY

dt
= H(Y )

Y (t = 0) = X

(48)où H est une fon
tion de EN dans EN et 
hoisir
G(X) = max

t>0

tY (t)Y (t) (49)Suivant la forme de H on trouvera une expression algébrique à G ou non.On aurait tort de 
onsidérer qu'il s'agit là d'un 
as limite, fabriqué par un esprit tortueux ; 
elle des optimisationsqui ont un intérêt pratique se formule de manière similaire à (49) ; et souvent les autres ne sont que des 
as d'é
oles.2.2 Équations sympathiquesDans toute 
ette partie G sera une fon
tion à valeur réellePour une fon
tion G(X) indéterminée, même si elle est indé�niment di�érentiable (voir la fon
tion de Whitney), ilne serait pas très 
ommode d'introduire un ensemble
D = {X ∈ EN tel que G(X) = 0} (50)et de ne pas savoir si, 
onnaissant un point X0 élément de 
et ensemble D, on reste en
ore dans 
et ensemble dans undépla
ement in�nitésimal quel
onque autour de 
e point ; ou en
ore si on reste dans 
et ensemble dans un dépla
ementin�nitésimal soumis à 
ertaines 
onditions autour de 
e point (si 
'est un ouvert ou un fermé).Il est don
 né
essaire de 
ompléter la dé�nition (50) pour éviter 
et in
onvénient et ne retenir des fon
tions possiblesqu'une 
lasse de 
elles-
i dont 
haque élément est tel que, dans le 
as où N = 3 par exemple, l'ensemble
D = {X ∈ E3 tel que G(X) = 0} (51)s'il n'est pas vide, 
orresponde à une surfa
e dans E3 et l'ensemble
D = {X ∈ E3 tel que G(X) < 0} (52)s'il n'est pas vide, 
orresponde à une partie de E3 telle qu'en 
ha
un de 
es points une variation in�nitésimale autour de
e point appartienne en
ore à 
ette partie (un ouvert de E3 ou en
ore un domaine de E3).

10
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2.2.1 Élimination des singularitésL'équation (40) a pour parti
ularité que
∃X tel que G(X) = 0 ∧∇G(X) = 0 (53)en e�et

∇G(X) =
1

2
(G1(X)∇G1(X) + . . .+GP (X)∇GP (X)) (54)L'équation (42) a 
ette même parti
ularité puisque toutes les dérivées de W en 0 sont nulles.On serait alors porté à penser que (53) est peut-être une 
ondition né
essaire pour qu'une équation re
èle en son seinun monstre géométrique, une singularité.Appelons don
 singulier les objets géométriques dé�nis par une équation (53) tels qu'ils soit possible d'y trouver despoints X pour lesquels le gradient de la fon
tion soit nul.Puis éliminons les objets géométriques singuliers des investigations.Dans 
es 
onditions, si

D = {X ∈ EN tel que G(X) = 0 où G est telle que si G(X) = 0 alors ∇G(X) 6= 0} (55)alors on peut appeler D une hypersurfa
e régulière.2.2.2 Paramétrisation des hypersurfa
es régulièresLe théorème des fon
tions impli
ites a�rme que si G est une fon
tion di�érentiable telle que
G(0) = 0 ∧ ∂1G(0) 6= 0 (56)alors on peut rempla
er

G(X) = 0 (57)dans un voisinage de X = 0 par
X1 = Φ(X2, . . . ,X3) (58)et que 
ette fon
tion Φ est elle même di�érentiable jusqu'à un ordre presqu'aussi grand que G.Dans 
es 
ir
onstan
es, l'équation (58) peut également être é
rite















X1 = Φ(X2, . . . ,X3)
X2 = X2...
XN = XN

qui peut être noté X = L(x) ave
 x =







X2...
XN






(59)on retrouve une paramétrisation qui, on l'a vu dans l'introdu
tion, est un 
as favorable pour la minimisation sous
ontrainte.Il est fa
ile de généraliser : dans 
e qui pré
ède, il su�t de rempla
er G(0) = 0 par G(X0) = 0 ; de rempla
er en
ore

∂1G(0) 6= 0 par ∇G(X0) 6= 0 ; d'introduire n tel que si ∇G(X0) 6= 0 alors ∂nG(0) 6= 0 ; puis, en 
hangeant 
e qui doitêtre 
hangé (mutatis mutandi), de réé
rire (59).On obtient alors, ave
 le théorème des fon
tions impli
ites, un moyen d'a�rmer que lo
alement il est possible derempla
er une équation par une paramétrisation. Et 
'est sur 
ela qu'on va jouer dans la suite3.Le mot lo
al est important : 
haque fois qu'on parle de minimiser une fon
tion et que 
ette fon
tion n'a pas de formeparti
ulière il s'agit de minimum lo
al, quand bien même 
ette 
lause ne serait pas stipulée.Le 
as de la minimisation sous 
ontrainte ne fait pas ex
eption : et 
'est pourquoi le fait de ne pouvoir rempla
er uneéquation par une paramétrisation que lo
alement n'est en fait pas gênant.2.2.3 Équation et paramétrisationSi on suppose don
 qu'un même ensemble D est dé�ni de deux façons : d'abord, pour une fon
tion G satisfaisant àsi G(X) = 0 alors ∇G(X) 6= 0 (60)par une équation
D = {X ∈ EN tel que G(X) = 0} (61)puis, pour une appli
ation L de EN−1 dans EN

D = {X ∈ EN tel que X = L(x)} (62)il faudra alors que
∀x ∈ EN−1 : G(L(x)) = 0 (63)et don
, pour δλ et x′ quel
onques

∀x ∈ EN−1 : G(L(x+ δλx′)) = 0 (64)3Il ne faudrait 
ependant pas en déduire qu'une fon
tion présentant une singularité n'admet pas de paramétrisation 
omme le montre l'exempletiré de [AVGZ86, t. 1, p 24℄, et qui est appelé le parapluie de Whitney : pour N = 3, G(X1, X2, X3) = X2
1 − X3X2

2 qui peut être paramétrisépar X1 = x1x2 ; X2 = x2 ; X3 = x2
1.La raison pour laquelle les monstres sont éliminés est que leur traitement est trop di�
ile.11
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Il s'agit d'abord de faire un développement de Taylor de L autour de x.
L(x+ δλx′) = L(x) + δλ∇L(x)x′ +

1

2
δλ2[∇2L(x), x′, x′] + &
 (65)où ∇L(x) est la matri
e ja
obienne de L au point x de dimension N × (N − 1), soit

∇L(x) =







∇L1(x)...
∇LN (x)






=







∂1L1(x) . . . ∂N−1L1(x)... ...
∂1LN (x) . . . ∂N−1LN (x)






= (∂1L(x) . . . ∂N−1L(x)) (66)

[∇2L(x), x′, x′] est une notation pour désigner le terme quadratique en x′ issue du développement de Taylor, soit,
[∇2L(x), x′, x′] =

N−1
∑

n=1

N−1
∑

m=1

∂2
nmL(x)x′nx′m (67)qui est un ve
teur de dimension N ; et en�n &
 
ontient tous les termes de puissan
e supérieure à 2 en δλ (
'est à direque &
 = o(δλ2) où lim

u→0
o(u)/u = 0).Ensuite, en entrant (65) dans (64), il vient

G(L(x+ δλx′)) = G(L(x))
+ δλ∇G(L(x))∇L(x)x′

+
1

2
δλ2
(

tx′ t∇L(x)∇2G(L(x))∇L(x)x′ + ∇G(L(x))[∇2L(x), x′, x′]
)

+ &

= 0

(68)égalité qui doit être valable pour tout δλ ; d'où on déduit que né
essairement
∇G(L(x))∇L(x) = 0 (69)
e qui signi�e que t∇G(L(x)) est orthogonal aux N − 1 ve
teurs 
olonnes ∂nL(x).Ce résultat est satisfaisant par
e que si X est un point de D, une variation δλX ′ autour de X qui serait dirigée suivantle gradient de G au point X 
onduirait à 
hanger la valeur de G qui ne pourrait don
 plus être de 0 : en 
onséquen
e, lesve
teurs ∂nL(x) ne peuvent être dirigées suivant 
e gradient ; 
e qu'on retrouve i
i de manière moins verbeuse.Toutefois le verbe est un peu utile par
e qu'il fait prendre 
ons
ien
e que les N − 1 ve
teurs 
olonnes ∂nL(x) doiventformer une famille libre dans EN de manière qu'une base de EN puisse être :

{∇G(L(x)), ∂1L(x), . . . , ∂N−1L(x)} (70)Cette des
ription mène au repère mobile de Frenet utilisé en géométrie di�érentielle ; malgrès l'utilité qu'elle auraitpu avoir elle va 
ependant être laissée a�n de ne pas introduire trop de formalisme.Pour les même raisons que pour (69), on a
∀x′ : tx′ t∇L(x)∇2G(L(x))∇L(x)x′ + ∇G(L(x))[∇2L(x), x′, x′] = 0 (71)
'est à dire que la matri
e (N − 1) × (N − 1)

t∇L(x)∇2G(L(x))∇L(x) +







terme général en nm
P
∑

p=1

∂pG(L(x))∂2
nmLp(x)






= 0 (72)Si G était 
onnue et qu'on 
her
hait L on pourrait espérer 
al
uler L à partir des P équations de (69) ; 
es P × Péquations supplémentaires ne sont que les dérivées des P équations pré
édentes.Mais il est illusoire d'espérer faire 
e 
al
ul e�e
tivement dans tous les 
as ; la résolution de systèmes de P équationsaux dérivées partielles non linéaires est un problème très 
ompliqué.2.3 Système d'équationsMaintenant G = t(G1, . . . ,GP) est une appli
ation de EN dans EPIl y a don
 plusieurs équations simultanées. On 
onsidère d'abord que 
ha
une de 
es équations satisfait à la 
onditiond'être exempte de singularité si Gp(X) = 0 alors ∇Gp(X) 6= 0 (73)et 
et ensemble d'équations traduit l'interse
tion d'hypersurfa
es régulières.

12
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2.3.1 ParamétrisationPour 
ha
une des équations, on peut introduire une paramétrisation Lp (p en exposant pour ne pas mélanger ave
 lesindi
es : Lp
n(x) = Xn) 
omme pré
édemment

Gp(X) = 0 ⇔ X = Lp(x) (74)et alors le domaine D dé�ni par
D = {X ∈ EN tel que Gp(X) = 0 pour p = 1 . . . P} (75)peut être redé�ni par

D = {X ∈ EN tel que pour p = 1 . . . P :
∃xp ∈ EN−1 tel que
L1(xp) = L2(xp) = . . . = LP (xP )et alors X = L1(x1)}

(76)
'est à dire qu'il faudrait d'abord résoudre le système L1(x1) = L2(x2) = . . . = LP (xP ) de N × (P − 1) équations à
P (N − 1) in
onnue qui dans le meilleur des 
as laisserait N − P variables libres ave
 lesquels on 
onstruirait X.C'est bien sûr une méthode à éviter. Il est préférable de traduire dire
tement la 
ondition

G(X) = 0 (77)par
X = L(x) où x est pris dans EN−P (78)C'est à dire de paramétriser globalement les P équations. Mais évidemment il faut que 
ela soit possible.Même sur un exemple simple, 
ette possibilité n'a rien d'évident.2.3.2 Interse
tion de deux surfa
esDans l'espa
e ordinaire (N = 3) on donne deux surfa
es régulières par leurs équations G1(X) = 0 et G2(X) = 0 ; laquestion est de savoir si elles admettent une interse
tion.Si domaine D est le lieu des points tels que 
es deux équations soient satisfaites

D = {X ∈ E3 tel que G1(X) = 0 et G2(X) = 0} (79)soit un point parti
ulier X0 de D tel que
G1(X0) = G2(X0) = 0 (80)le point X0 + δX voisin de X0 appartiendra à D sipour p = 1 ou 2, Gp(X0 + δX) = 0 (81)soit don


∇Gp(X0) · δX + o(|δX|) = 0 (82)on peut don
 
onstruire une partie de D en résolvant le système d'équation di�érentielles










dX

dt
= ∇G1(X(t)) ×∇G2(X(t)) si ∀t

X(t = 0) = X0

(83)où × est le produit ve
toriel (on est dans E3), et alors
∀t,X(t) ⊂ D (84)Voilà tout 
e qui peut être dit de général sur l'interse
tion de deux surfa
es : il est possible de 
onstruire une telleinterse
tion par résolution d'un système d'équation di�érentielle ordinaire.Le 
as de l'interse
tion de deux hypersurfa
es est beau
oup plus 
ompliqué : on ne dispose pas du produit ve
torielet il est né
essaire d'utiliser la théorie des formes di�érentielles extérieures pour faire 
e genre de 
onstru
tion ; 
e quidépasse largement le 
adre de 
e texte.2.3.3 ParamétrisationAve
 les réserves pré
édemment émises, on a

epte de 
roire qu'un domaine dé�ni par équation peut également êtredé
rit lo
alement par paramétrisation et il reste à re
ommen
er dans le 
as de plusieurs 
ontraintes le travail déjà faitdans le 
as d'une 
ontrainte.Il s'agit alors de répéter le développement de (63) ave


∀x ∈ EN−P : G(L(x)) = 0 (85)le développement (65) reste in
hangé
L(x+ δλx′) = L(x) + δλ∇L(x)x′ +

1

2
δλ2[∇2L(x), x′, x′] + &
 (86)13
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à 
e
i près que t∇L(x) est maintenant une matri
e de dimension (N − P ) ×N et que
[∇2L(x), x′, x′] =

N−P
∑

n=1

N−P
∑

m=1

∂2
nmL(x)x′nx′m (87)Ensuite on 
al
ule G(L(x+ δλx′)) 
omme

G(L(x+ δλx′)) = G(L(x))
+ δλ∇G(L(x))∇L(x)x′

+
1

2
δλ2
(

[∇2G(L(x)),∇L(x)x′,∇L(x)x′] + ∇G(L(x))[∇2L(x), x′, x′]
)

+ &

= 0

(88)en faisant attention que : ∇G(L(x)) est une matri
e P ×N ; et que [∇2G(L(x)),∇L(x)x′,∇L(x)x′] est un objet similaireà [∇2L(x), x′, x′], 
'est un ve
teur de dimension N .De la même façon que dans le 
as où G était une fon
tion à valeur réelle, il faut que
∇G(L(x))∇L(x) = 0 (89)
e qui traduit l'orthogonalité de 
ha
un des N − P ve
teurs 
olonnes ∂pL(x) (de dimensions N) ave
 
ha
un des Pve
teurs lignes ∇Gp(x) (de dimensions N).Et aussi, pour les mêmes raisons

∀x′ ∈ EN−P : [∇2G(L(x)),∇L(x)x′,∇L(x)x′] + ∇G(L(x))[∇2L(x), x′, x′] = 0 (90)On voit don
 que les formules ne 
hangent guère entre le 
as où G est une fon
tion à valeur réelle et 
elui-
i où G estune fon
tion à valeurs dans EP ; toutefois 
e dernier 
as demande une attention soutenue pour identi�er les dimensionsdes objets.Le 
as des ve
teurs liésIl reste toutefois un problème en suspend : si le point X réalise les équations Gp(X) = 0 et que ∇Gp(X) 6= 0 ; il esten
ore possible que les ve
teurs t∇Gp(X) ne forment pas une famille libre dans EN ; et dans 
e 
as on ne pourrait pasformer une base de EN en 
omplétant les N − P ve
teurs ∂pL(x) par les P ve
teurs t∇Gp(L(x)).On verra plus loin que 
ette situation est un peu gênante ; mais 
omme l'obje
tif est moins d'introduire des di�
ultésque de montrer 
omment traiter un problème quand 
es di�
ultés n'arrivent pas, on supposera que la situation si elleexiste en puissan
e n'existe pas en a
te.3 Exer
i
es3.1 Petites 
hosesRien n'est petit, J'en suis 
onvain
u tout autant qu'un autre [. . .℄Jean-Henri Fabre, Souvenirs entomologiques, Tome 1, La théorie du parasitisme, p. 562, édition Bouquin,Robert La�ont3.1.1 Manipulation d'expressionsSi b est un ve
teur de dimension N et A une matri
e dé�nie positive N ×N ; si on 
onsidère le problème de minimiserla fon
tion ( txAx)2− tbx par rapport à sa variable x (un ve
teur, le symbole t pré
édent un symbole signi�e la transposéede 
e dernier) alors résoudre 
e problème (donner le nombre de solutions possibles, trouver 
es solutions . . .).Solution proposée :Si
f(x) = ( txAx)2 − tbxalors

f(x+ δx) = ( t(x+ δx)A(x+ δx))2 − tb(x+ δx)
= ( txAx+ tδxAx+ txAδx+ tδxAδx)2 − tb(x+ δx)
= ( txAx+ tδx(A+ tA)x+ tδxAδx)2 − tb(x+ δx)
= ( txAx+ 2 tδxAx+ tδxAδx)2 − tb(x+ δx)
= ( txAx)2 + 4( tδxAx)2 + ( tδxAδx)2 + 4( txAx)( tδxAx)
+ 2( txAx)( tδxAδx) + 4( tδxAx)( tδxAδx)− tb(x+ δx)ordre 0 −→ = ( txAx)2 − tbxordre 1 −→ + 4( txAx)( tδxAx)− tδxbordre 2 −→ + 2( txAx)( tδxAδx) + 4( tδxAx)2ordre 3 −→ + 4( tδxAx)( tδxAδx)ordre 4 −→ + ( tδxAδx)2par 
onséquent pour que x∞ soit un argument minimisant de f (le minimum est f(x∞) :� Il est né
essaire que le terme d'ordre 1 soit nul (se demander pourquoi) pour tout δx, soit

4( tx∞Ax∞)(Ax∞) = b14
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qui peut se résoudre en 
onsidérant la solution de (se demander pourquoi 
ette solution existe)
Ax′

∞ = bet en 
her
hant
x∞ = λx′

∞ave

λ3 =

1

4( tbx′
∞)� Si A est dé�nie positive alors le terme d'ordre 2 est positif pour tout δx non nul. La solution pré
édente 
orresponddon
 à un minimum qui est alors proportionelle (pré
iser le 
oe�
ient) à

tbx′

∞Par delà la banalité de 
et exer
i
e, il est important de savoir reproduire les étapes de 
al
ul et aussi les dédu
tions.Par exemple on peut se demander 
e qui se passe si A n'est pas symétrique (il faut répondre qu'il su�t alors derempla
er A par sa partie symétrique puisque
txAx =

1

2
( tx(A+ tA)x+ tx(A− tA)x) =

1

2
tx(A+ tA)x
e qui permet de se ramener au 
as pré
édent).On peut aussi se demander 
e qui se passe si A n'est pas dé�nie positive (il faut répondre que� si A a une valeur propre nulle alors si y est un ve
teur propre asso
ié à 
ette valeur propre f(y) = − tby qui peutêtre aussi petit qu'on veut et don
 il n'y a pas de minimum à f ;� si A est dé�nie négative −A est dé�nie positive et don
 il y a un minimum dans les mêmes 
onditions que pré
édem-ment ;� si A 
omporte des valeurs propres positives et négatives alors on peut prendre l'exemple bidimensionnel f(x1, x2) =

(x2
1 − x2

2)
2 − x1 pour voir que f(t, t) peut devenir aussi petit qu'on veut et don
 qu'il n'y a pas de minimum à 
ettefon
tion ; par 
ontre ave
 l'exemple f(x1, x2) = (x2

1 − x2
2)

2 le minimum est atteint pour tous les points des droites
x1 + x2 = 0 et x1 − x2 = 0.Don
, en revenant au 
as général, si on peut trouver un argument stationnarisant f qui est le même que pré
édem-ment, le terme d'ordre 2 devient alors

2λ( tx′

∞b)(
tδxAδx) + 4λ2( tδxb)2et son analyse peut 
ertainement être faite sans que né
essairement 
e soit simple à faire.3.1.2 Lignes de niveauLe tra
é qui suit est 
elui des lignes de niveaux de la fon
tion h à valeurs dans R et dont les arguments sont

(x, y) ∈ E2 (x et y sont des réels) ; les valeurs de 
es lignes de niveaux sont indiquées sur le tra
é ; on donne de plusune fon
tion f(x, y) = −x− y : porter (approximativement) sur le dessin la position du point (u∞, v∞) tel que d'abord
h(u∞, v∞) ≥ 6.83 ; ensuite ∀(u, v) tel que h(u, v) ≥ 6.83, f(u∞, v∞) ≤ f(u, v) et tra
er les gradients de f et de h en
e point.

x

y

10.857.976.835.98
15
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3.1.3 La traversée d'une rivièreVoi
i pour �nir un problème de minimisation qui se résoud très bien quasiment analytiquement (
'est à dire que lenumérique ne sera né
essaire que pour minimiser une fon
tion à une variable).Sur une terre plate dans laquelle la position est repérée par les 
oordonnées 
artésiennes (x, y) quelqu'un veut serendre de (0, 0) à (l + L, h) en prenant le moins de temps possible.L'ennui 
'est qu'une rivière o

upant le domaine αL < x < αL+ l sépare les deux endroits.Sa
hant que 
e quelqu'un mar
he à la vitesse 
onstante v ; qu'il nage à la vitesse 
onstante V ; que la vitesse de l'eaudans la rivière est 
onstante, dirigée suivant l'axe des ordonnées et de valeur U ; 
omment pourra-t-il pro
éder ?Solution proposéeLe le
teur de Polya [Pol89℄ sait qu'il faut faire un dessin
αL αL+ l

(l + L, h)

y2

y1

puis 
e le
teur sait qu'il faut paramétriser 
orre
tement le problème : en plus des valeurs données α, L, l et h il introduitdes valeurs in
onnues y1, y2.Mise en équation Si le problème était restreint à trouver le 
hemin par
ouru en le moins de temps possible entre
(0, 0) et (αL, y1) alors 
elui-
i est 
ertainement re
tiligne, d'où le segment tra
é. Et le temps mis est

t1 =
1

v

√

α2L2 + y2
1De même le 
hemin par
ouru en le moins de temps possible entre (αL+ l, y2) et (L+ l, h) est aussi re
tiligne.

t3 =
1

v

√

(h− y2)2 + (1 − α)2L2Il y a une petite 
ompli
ation pour le 
hemin par
ouru en le moins de temps possible entre (αL, y1) et (αL+ l, y2)puisque la vitesse de l'eau intervient. Dans le référentiel de l'eau pourtant le problème devient similaire deux pré
édentset don
 le 
hemin y est une droite. Or le 
hangement de référentiel 
onduit à des transformations linéaires et don
 
e
hemin pris dans le référentiel de la terre est en
ore une droite.Le 
al
ul du temps t2 né
essite 
ependant de poser les équations : le 
hemin est déterminé par le système d'équationsdi�érentielles






dx

dt
= V cos θ x(0) = αL x(t2) = αL+ l

dy

dt
= V sin θ + U y(0) = y1 y(t2) = y2où θ est une variable à éliminer. On trouve

V 2t22 = l2 + (y2 − y1 − Ut2)
2

t2 n'est pas donnée expli
itement.Comme pour aller de (0, 0) à (l + L, h) il faut bien passer par des points d'ordonnées y1 et y2 en αL et αL + l le
hemin qui est globalement par
ouru en le moins de temps possible se dé
ompose en 
es trois 
hemins lo
alement les plus
ourts4 et le temps total de par
ours est la fon
tion










T (y1, y2) =
1

v

(

√

α2L2 + y2
1 +
√

(h− y2)2 + (1 − α)2L2

)

+ t2où t2 est solution (positive) de V 2t22 = l2 + (y2 − y1 − Ut2)
2qu'il faut minimiser par rapport à y1 et y2.Traitement des équations On remarque qu'une paramétrisation de V 2t22 = l2+(y2−y1−Ut2)2 (
elle de la bran
hed'hyperbole pour laquelle t2 > 0 , 
e qui est souhaité) est

{

V t2 = l cosh θ
y2 − y1 − Ut2 = l sinh θOn remarque aussi que t2 ne dépend que de la di�éren
e de y2 et y1 et don
 que si on 
onsidère 
elle-
i �xée, une résolutionpartielle de minimisation de la partie variable de T 
onduit à voir que les deux 
hemins sur la terre sont né
essairementparallèles. Cela permet de réduire le problème au 
as où α = 0 (et don
 y1 = 0), les autres 
as s'en déduisant.Ces deux remarques permettent don
 de ramener le problème à une fon
tion à un seul argument qui peut être θ. Laminimisation de 
ette fon
tion n'est pas possible analytiquement mais on peut voir qu'elle possède un seul minimum etdon
 la re
her
he de 
e dernier ne 
oûte presque rien numériquement.4Une illustration du prin
ipe un peu vague selon lequel une portion de 
hemin `optimal' est elle aussi `optimale'16
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Deuxième partieMinimisation en dimension �niede fon
tions deux fois di�érentiablesLes méthodes numériques de base d'optimisation sans 
ontraintes sont expliquées dans le 
adre des fon
tions2 fois di�érentiables de l'espa
e eu
lidien En dans R.Les méthodes de Newton, de gradient sont traitées ave
 des résultats de 
onvergen
es obtenus en utilisant la
ondition de Lips
hitz mais au
une référen
e à une éventuelle 
onvexité.La méthode du gradient 
onjugué est détaillée.Le prin
ipe des méthodes quasi-Newtoniennes est expliqué mais on ne fournit ni algorithme optimisé de 
al
ulni résultats de 
onvergen
e spé
i�ques.La méthode de relaxation des dire
tions n'est pas traitée.Les di�
ultés liées aux longues vallées étroites et 
elles liées aux fon
tions quasiment linéaires sont illustrées,dans E2, sur l'exemple des ellipses et 
elui du problème de Steiner.4 Méthodes à un pasSi on donne un point de départ x0, on 
her
he à trouver point x1 tel que f(x1) ≤ f(x0). Le pas suivant (x2) seraobtenu de la même manière en reprenant x1 au lieu de x0 et ainsi de suite.4.1 MéthodesLes méthodes introduites i
i ont un long passé, elles sont développées de façon plus 
omplète dans la liste (nonexhaustive) et du point de vueNumérique [BBC+91, pp : 18�24℄, [Cia82, pp : 158�182℄, [PD77, pp : 40�133℄, [Cul94, pp : 37�62℄,Mathématique [KF94, pp : 495�499℄, [SM84, pp : II-1�73℄4.1.1 Méthode de NewtonLe développement de Taylor de f au point x0 permet d'é
rire
f(x) = f(x0 + (x− x0)) = f2(x;x0) + o(|x− x0|2) (91)ave


f2(x;x0) = f(x0) + ∇f(x0) · (x− x0) +
1

2
∇2f(x0) · (x− x0, x− x0) (92)L'idée est de 
her
her à minimiser f2(x;x0) au lieu de f(x) par rapport à x, si 
'est possible et dans l'espoir que le point

x1 solution satisfasse (39)
f(x1) ≤ f(x0)La 
ondition né
essaire de minimum sur f2 fournit

∇2f(x0) · (x1 − x0) + ∇f(x0) = 0 (93)qui soulève la dis
ussion suivante :1. Si la matri
e Hessienne ∇2f(x0) est inversible, on trouve un point x1 unique. Cependant� si ∇2f(x0) n'est pas positive, le point x1 est seulement un point stationnaire de f2(x;x0) ;� si ∇2f(x0) est positive, le point x1 est bien un minimum f2(x;x0), il reste 
ependant à véri�er (39) sur f .2. La matri
e Hessienne n'est pas inversible� si ∇f(x0) n'appartient pas au sous-espa
e des ve
teurs propres asso
iés à des valeurs propres non nulles de lamatri
e Hessienne, on ne trouve pas de point x1 ;� dans le 
as 
ontraire, on en trouve trop.4.1.2 Méthodes de gradientLe développement de Taylor de f au point x0 permet d'é
rire
f(x) = f(x0 + (x− x0)) = f1(x;x0) + o(|x− x0|) (94)ave


f1(x;x0) = f(x0) + ∇f(x0) · (x− x0) (95)Si ∇f(x0) est nul, on peut soupçonner le point x0 d'être le minimum 
her
hé (mais il faut véri�er que 
'est avéré). Dansle 
as 
ontraire, on peut 
hoisir
x1 = x0 − α∇f(x0) (96)où α, la longueur de pas (step length), est un réel positif dont la variété des modalités de détermination explique 
elledes méthodes de gradient. 17
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Gradient à pas fra
tionné C'est probablement la plus simple des modalités de 
hoix de la longueur de pas α :1. on �xe au départ α = α0 ;2. on trouve un point x∗

1 par (96) ;3. si f(x∗

1) < f(x0) , on multiplie α par un fa
teur quel
onque (toujours le même et > 1) on re
ommen
e l'opération1 et on s'arrête dès que le 
as 
ontraire arrive ;4. dans le 
as 
ontraire, on multiplie α par un fa
teur quel
onque (toujours le même et < 1) et on s'arrête dèsl'obtention du 
as 
ontraire.Gradient à pas optimum On traite sérieusement le problème unidimensionnel de minimiser la fon
tion à unevariable réelle
f0
1 (α) = f(x0 − α∇f(x0)) (97)et don
 la longueur de pas de (96) est α∞ qui minimise (97).Il est intéressant de 
onsidérer 
e 
as pour des raisons théoriques mais évidemment on ne sait pas minimiser exa
tementune fon
tion à une variable dans le 
as général ; d'où les méthodes approximées qui suivent.Longueur de pas obtenu par une méthode di
hotomique Dans le 
as de fon
tion à une seule variable, on
onnaît un intervalle dans lequel on est sur qu'il y a un minimum et un seul il est alors possible d'utiliser des méthodesde type di
hotomie (simple, de Fibona

i ou du nombre d'or)[Kar77℄.Longueur de pas obtenu par la méthode de Newton Le développement à l'ordre 2 de f0

1 (α) au voisinagede 0 est
f0
1 (δα) = f(x0) − δα∇f(x0) · ∇f(x0) +

1

2
δα2∇2f(x0)(∇f(x0),∇f(x0)) + . . . (98)d'où on tire la valeur αopt optimal en remplaçant f0

1 (α) par son expression tronquée à l'ordre 2
f(x0) − α∇f(x0) · ∇f(x0) +

1

2
α2∇2f(x0)(∇f(x0),∇f(x0)) (99)qu'on maximise ave


αopt =
∇f(x0) · ∇f(x0)

∇2f(x0)(∇f(x0),∇f(x0))
(100)On voit que le 
al
ul du hessien est né
essaire pour 
ette méthode.L'algorithme induit par (96) peut être noté

x1 = x0 − ∇f(x0) · ∇f(x0)

∇2f(x0)(∇f(x0),∇f(x0))
∇f(x0) = x0 −

]∇f(x0),∇f(x0)[
t∇f(x0)∇2f(x0)∇f(x0)

∇f(x0) (101)Paramètre de relaxation Il existe une te
hnique d'appoint utilisable pour faire 
onverger des algorithmes qui ne
onvergeraient pas autrement ou en
ore pour faire 
onverger plus vite des algorithmes qui 
onvergent lentement : 
elle duparamètre de relaxation (qu'il ne faut pas 
onfondre ave
 la méthode de relaxation qui n'est pas traitée i
i, voir [Cia82,pp : 185�189℄).Cette te
hnique n'est pas propre au gradient, elle peut être utilisée en a

ompagnement d'un peu toutes les méthodes,mais son expli
ation est très 
laire ave
 le gradient.On suppose qu'une méthode de détermination de α a été 
hoisie et don
 que l'algorithme est (96) muni d'un pro
é
édéde détermination de α. On 
orrige 
et algorithme en introduisant un 
÷e�
ient ω > 0 
omme
x1 = x0 − ωα∇f(x0) (102)Si on 
hoisit� ω < 1 on dit que l'algorithme est sous-relaxé ; on améliore les 
han
es de 
onvergen
e de l'algorithme.� ω > 1 on dit que l'algorithme est sur-relaxé ; on diminue les 
han
es de 
onvergen
e de l'algorithme mais onl'a

élèreLe 
hoix de ω dépend du problème traité. En fait on ne peut pas 
her
her un ω 
ar 
ela reviendrait à 
her
her un αoptimal.Une stratégie possible est de prendre un α optimal par une te
hnique quel
onque (en dehors de 
elle du pas fra
tionné)et de traiter le produit αω 
omme on le ferait pour la te
hnique du pas fra
tionnée.4.2 Convergen
eLa se
tion pré
édente a mis en éviden
e que les méthodes à un pas se mettent sous la forme

xn+1 = a(xn) (103)où a est une fon
tion de EN dans EN dont l'expression dépend de la fon
tion f et de la méthode 
hoisie.Une question importante est 
elle de la 
onvergen
e de 
es itérations.
18
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4.2.1 Convergen
e lo
ale de la méthode de NewtonIl est possible d'appliquer le théorème du point �xe (
f. � 1.1.3, p. 5) à la méthode de Newton dans laquelle on supposela matri
e hessienne ∇2f(x) inversible pour les x 
onsidérés. Dans 
e 
as
a(x) = x−

(

∇2f(x)
)

−1 ∇f(x) (104)Si on suppose l'existen
e du point �xe x∞ alors on 
hoisit le domaine D 
omme la boule 
entrée sur x∞ et de rayon d
D = {x ∈ En/|x− x∞| ≤ d} (105)et alors1. ∇f(x∞) = 0 (puisque ∇2f(x) est inversible) ;2. on 
hoisit d tel que a soit 
ontra
tante dans D, 
e qui est toujours possible puisque (∇f(x∞) = 0 par le pointpré
édent) si x = x∞ + δλx′

∇f(x∞ + δλx′) = 0 + δλ∇2f(x∞) · x′ + o(δλ)
∇2f(x∞ + δλx′) = ∇2f(x∞) + δλ∇3f(x∞) · x′ + o(δλ)

(106)où ∇3f(x∞) · x′ est une matri
e fabriquée ave
 les dérivées troisièmes de f qu'on suppose exister.On a (
f. 35)
(∇2f(x∞) + δλ(∇3f(x∞) · x′))−1 = (∇2f(x∞))−1

− δλ(∇2f(x∞))−1(∇3f(x∞) · x′)(∇2f(x∞))−1

+ o(δλ)
(107)et don
 on obtient pour tout x = x∞ + δλx′

a(x∞ + δλx′) = a(x∞) + δλx′ − δλ(∇2f(x∞))−1(∇2f(x∞))x′ + o(δλ)
= a(x∞) + o(δλ)

(108)A partir de (108) et en introduisant un y = x∞ + δλy′, on déduit
a(x) − a(y) = a(x∞ + δλx′) − a(x∞ + δλy′) = o(δλ) (109)et 
omme

x− y = δλ(x′ − y′) (110)il sera toujours possible (en prenant δλ < d, d une limite supérieure) de rendre |a(x)− a(y)| plus petit que x− y etdon
 à fortiori ∃ k < 1 tel quesi |x− x∞|, |y − x∞| < d alors |a(x) − a(y)| ≤ k|x− y| (111)L'appli
ation a est 
ontra
tante dans un voisinage de x∞.3. l'image de D par a est in
luse dans DEn e�et
|a(x) − x∞| = |a(x) − a(x∞)| ≤ |x− x∞| ≤ d (112)Ce qui permet de 
on
lure que :� la méthode de Newton 
onverge au voisinage du point x∞ minimisant f et ave
 une vitesse de 
onvergen
e meilleureque 
elle prévue par (16), (17) puisque k est d'autant plus petit que l'on est pro
he de x∞ ; 
e point peut êtrepré
isé en introduisant des degrés dans la 
onvergen
e (linéaire, quadratique . . .) ;� 
ependant il ne s'agit que d'une 
onvergen
e lo
ale et non globale puisque la démonstration s'appuie fortement surle développement de Taylor au voisinage de x∞ qui est d'ailleurs supposé exister (Voir [BBC+91, pp : 22�24℄).� 
omme on n'a jamais fait référen
e à la 
ondition su�sante de minimum (∇2f(x) est supposée inversible mais passpé
ialement dé�nie positive) la méthode de Newton ne garantit pas l'obtention d'un minimum mais seulementd'un point stationnaire.4.2.2 Convergen
e globale des méthodes de gradientL'itération du gradient (96)

xn+1 = xn − αn∇f(xn)où la stratégie de 
hoix des αn n'est pas spé
i�ée peut 
onverger vers un x∞ pour lequel
∇f(x∞) 6= 0Il su�t que la suite αn 
onverge vers 0.L'obje
tif est de montrer que sous 
ertaines 
onditions 
ette situation peut être évitée. Cela ne voudra pas dire quel'une ou l'autre des méthodes du gradient qui ont été spé
i�ées 
onverge, mais qu'il est possible de trouver une méthodedu gradient qui 
onverge.Dit autrement, on ne 
her
he pas un résultat parti
ulier de 
onvergen
e mais un résultat général.De plus on 
her
he un résultat global dans le sens qu'il ne 
ontienne pas de 
onditions selon laquelle « si on n'estpas trop loin de la solution alors l'algorithme 
onverge mais plut�t des assuran
es du type « ∀ le point de départ x0l'algorithme 
onverge sans d'ailleurs présager de la vitesse de 
onvergen
e.19
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La suite f(x0), f(x1 = x0−α0∇f(x0)), . . . 
onverge. Tout d'abord puisque on 
her
he un point x∞ qui minimise
f alors on peut supposer 
elle 
i bornée inférieurement et don
 la suite

f(x0), f(x1 = x0 − α0∇f(x0)), . . . (113)est bornée inférieurement. De plus les αn sont tels que
f(xn+1) ≤ f(xn) (114)C'est en e�et toujours ainsi puisque, sans que 
e soit for
ément né
essaire pour le pro
édé de 
hoix des αn et 
e ne seraitd'ailleurs pas souhaitable, le 
as αn arbitrairement petit satisfait à (114).On a don
 une suite dé
roissante et bornée inférieurement dans R, 
elle 
i 
onverge né
essairement ([Rud95b, pp :50�51℄).On utilise la formule de Taylor ave
 reste La fon
tion réelle d'une variable réelle u 
hoisie dans [0, 1]

u −→ f(xn − uαn∇f(xn)) (115)peut, via la formule de Taylor ave
 reste à l'ordre 1, être é
rite en u = 1 
omme
f(xn − αn∇f(xn)) = f(xn) − αn∇f(xn − θαn∇f(xn)) · ∇f(xn) (116)où θ est pris dans l'intervalle [0, 1].(116) se transforme en

f(xn − αn∇f(xn)) = f(xn) − αn(∇f(xn))2

+ αn(∇f(xn) −∇f(xn − θαn∇f(xn))) · ∇f(xn)
(117)et en utilisant l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz

(∇f(xn) −∇f(xn − θαn∇f(xn))) · αn∇f(xn)
≤ |∇f(xn) −∇f(xn − θαn∇f(xn))||αn∇f(xn)| (118)On introduit une 
ondition de Lips
hitz sur le gradient Si on suppose (k > 0)

∀ x, y ∈ EN |∇f(x) −∇f(y)| ≤ k|x − y| (119)on obtient alors
(∇f(xn) −∇f(xn − θαn∇f(xn))) · (αn∇f(xn) ≤ kθα2

n|∇f(xn))|2 ≤ kα2
n|∇f(xn))|2 (120)Et don
 au total en reprenant (116)

f(xn+1) − f(xn) ≤ (−αn + kα2
n)|∇f(xn))|2 (121)qui montre que, à 
ondition que k ne soit pas in�ni, il existe des αn non nul (entre 0 (ex
lu) et 1/k) qui sont tels que

f(xn+1) ≤ f(xn) (122)et don
 tels que la suite (113) soit dé
roissante.Ce qui permet de 
on
lure :� si le gradient est lips
hitzien alors les méthodes du gradient ont la possibilité de 
onverger.Ce n'est qu'une possibilité, il resterait à montrer que telle ou telle stratégie de 
hoix de αn entre dans 
e 
adre.� 
ependant on n'a au
une assuran
e sur la vitesse de 
onvergen
e.En e�et on n'a pas e�e
tué de majorations 
omme pour la méthode de Newton.4.2.3 Commentaires sur la 
onvergen
e et les méthodesOn a montré et/ou 
onstaté que� la méthode de Newton est dotée de «bonne propriété de 
onvergen
e lo
alei.e. pro
he du point minimum elle 
onverge bien ; ailleurs on ne sait pas, 
e qui pose un problème pour le 
hoix dupoint initial ;� les méthodes du gradient sont dotée, sous réserve que le gradient soit lips
hitzien, de «bonne propriétés de 
onver-gen
e globalei.e. il n'y a plus de problème pour le 
hoix du point initial mais leur vitesse de 
onvergen
e n'est pas assurée.Il est alors tentant de fabriquer une méthode hybride qui allie les deux «bonnes propriétés en remarquant que pourles méthodes de gradients l'analyse porte sur la longueur de pas α.Cette méthode existe (
f. [PD77, pp : 53�61℄), elle peut être appelée la méthode de Newton modi�ée ou à pas variable,et elle s'é
rit
∇2f(x0) · (x1 − x0) + α∇f(x0) = 0 (123)

α étant une longueur de pas dont la stratégie de 
hoix est analogue à 
elle de la méthode du gradient.La méthode de Newton modi�ée 
onverge globalement sous réserve d'a

epter la 
ondition de Lips
hitz non plus surle gradient mais sur
(

∇2f(x)
)

−1 ∇f(x)20
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La 
onsidération de la méthode de Newton modi�ée permet d'envisager d'une 
lasse de méthodes analogues à 
elledu gradient mais pour laquelle on utilise un ve
teur d0, qui s'appelle une dire
tion de des
ente, à la pla
e de ∇f(x0), quiest la dire
tion de des
ente de la plus grande pente, dans l'algorithme (96) qui devient alors
x1 = x0 − αd0 (124)La question est alors de trouver un pro
édé pour déterminer d0 à partir de ∇f(x0). Pour la méthode de Newton modi�ée
'est

d0 =
(

∇2f(x0)
)

−1 ∇f(x0) (125)mais on peut envisager une forme générale
d0 = H−1

0 ∇f(x0) (126)où H−1
0 est une matri
e dé�nie positive a�n que d0 soit e�e
tivement une dire
tion de des
ente.La fabri
ation d'un H−1

0 , si on ne dispose pas d'a priori sur le problème traité et si, d'autre part, on ne souhaite pasfaire le 
al
ul du hessien, demande des informations 
omplémentaires que les méthodes à un pas ne peuvent fournir.4.3 Exer
i
es4.3.1 Quelque 
hose d'amusantUn polyn�me homogène à deux variables réelles est un polyn�me de la forme
p(x, y) =

N
∑

n=0

anx
nyN−nOn 
onsidère un tel polyn�me. Que 
e polyn�me admette ou non un minimum on lui applique une itération de Newtonà partir d'un point initial (x0, y0) pour obtenir le point (x1, y1) :a) montrer que

x1 = kx0 et y1 = ky0où k ne dépend ni de x0 ni de y0.b) donner l'expression exa
te de k ; de quoi dépend-elle ?4.3.2 La méthode de newton modi�éeLa fon
tion
f : EN −→ R

x −→ f(x)est dérivable deux fois, elle admet un minimum unique sur EN et son hessien ∇2f(x) est dé�ni positif pour tout x de
EN .Si

k : R −→ R
u −→ k(u)est une fon
tion réelle à valeurs réelles deux fois dérivable, on dé�nit à partir de k et de f la fon
tion

F : EN −→ R
x −→ F (x) = k(f(x))a) Donner la 
ondition né
essaire, portant sur k ou ses dérivées, pour que l'argument minimisant de f soit 
elui de F .b) Donner une 
ondition su�sante, portant sur k ou ses dérivées, pour que 
et argument soit bien un argument minimisantde F .
) Donner une 
ondition su�sante, portant sur k ou ses dérivées, pour que le hessien ∇2F (x) de F soit dé�ni positif pour

x quel
onque.d) É
rire un pas de l'algorithme de Newton sur la fon
tion F en une formule ne 
ontenant que k et f ou leurs dérivées(
'est à dire ni F ni ses dérivées).e) Montrer que la formule pré
édente peut s'é
rire (∇f(x0) est 
onsidéré 
omme un ve
teur 
olonne)
x1 = x0 − α

(

∇2f(x0)
)

−1 ∇f(x0)où α est un s
alaire dont on déterminera l'expression en fon
tion de f et k ou de dérivées ou des inverses de 
es dérivées.On pourra utiliser que
(

A+ b tb
)

−1
= A−1 − A−1b tbA−1

1 + tbA−1bsi A est une matri
e N ×N inversible et symétrique, b un ve
teur de dimension N et tbb est la matri
e N ×N de termegénéral bnbm. 21
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f) Si
f(x) =

√
1 + txAxoù A est une matri
e dé�nie positive montrer, en utilisant un 
as parti
ulier, que l'algorithme de Newton appliquée à fdire
tement peut ne pas 
onverger.g) Ave
 le 
hoix pré
édent de f et pour k(u) = exp(u) montrer alors que l'algorithme de Newton appliqué à F devient
onvergeant.4.3.3 Problème de Steiner à trois pointsLa position de 3 points de l'espa
e eu
lidien E2 est donnée sous forme des 
oordonnées 
artésiennes (x1, y1), (x2, y2), (x3, y3).On veut joindre 
eux-
i par des 
hemins re
tilignes en étoile : soit, en introduisant un point de 
oordonnées (x,y)

x

y (x, y)

(x2, y2)

(x1, y1)

(x3, y3)

Le problème de Steiner 
onsiste à trouver le (ou les) point(s) parti
ulier(s) (x∞, y∞) qui minimise(nt) la somme des dis-tan
es eu
lidiennes de 
e point aux 3 points donnés en envisageant tous les 
as que la variété des valeurs de x1, x2, x3, y1, y2, y3laisse supposer.Tout d'abord, par le jeux de translation, rotation et homothétie, le problème se ramène à 
elui pour lequel
(x1, y1) = (0, 0)
(x2, y2) = (1, 0)
(x3, y3) = (u, v)

(127)Ce problème admet une solution au point de Torri
elli du triangle formé si 
elui-
i existe, 
'est à dire si −2π/3 < θ <
2π/3 et au point (0, 0) sinon (voir [HT84, p. 58℄, [ATF87, p. 21℄).L'obje
tif est d'utiliser une méthode numérique pour retrouver 
e résultat, 
'est à dire qu'on 
her
he (x∞, y∞) quiminimise

f(x, y) =
√

x2 + y2 +
√

(1 − x)2 + y2 +
√

(u− x)2 + (v − y)2 (128)Point initial au loin Si (x0, y0) est très loin du triangle, alors les trois distan
es sont pratiquement 
onfondues eton peut supposer que le 
omportement des méthodes numérique sera voisin du problème unidire
tionnel de minimiser
|x| =

√
x2. La méthode de Newton ne peut alors pas être utilisée dans 
e 
as.On peut 
ependant 
her
her un peu de régularité au problème en 
onsidérant que l'exemple unidire
tionnel pertinentest plut�t √1 + x2, mais on n'est pas beau
oup plus avan
é puisque la méthode de Newton fournit alors l'itération

x1 = −x3
0qui ne 
onverge pas si |x0| > 1, 
'est à dire dans le 
as qu'on s'est proposé d'étudier.Ce
i 
onstitue le problème des fon
tions ayant un 
omportement quasi-linéaire pour lesquelles la méthode de Newtonne 
onverge pas. Il n'y a pas de 
ontradi
tion ave
 l'analyse de la méthode de Newton qui prédisait la 
onvergen
e si lepoint de départ était su�samment pro
he de la solution.Dans une telle situation, et même en revenant au 
as multidimensionnel de départ, il est né
essaire de faire appelà la méthode du gradient ou en
ore aux méthodes à métrique variable (qui se 
onfondent ave
 le gradient dans le 
asunidire
tionnel).On notera que la re
her
he de pas optimal par la méthode de Newton unidire
tionnelle est à pros
rire.Point initial pro
he de la solution Les défauts du gradient apparaissent, et il est préférable d'utiliser la méthodede Newton.5 Méthodes à plus d'un pasSi on donne une suite x0, x1, . . . , xn, on 
her
he à trouver point xn+1 tel que f(xn+1) ≤ f(xn) par un pro
édé utilisantla 
onnaissan
e de toute la suite (ou seulement d'une partie de 
elle-
i) x0, x1, . . . , xn, le premier pas (passage de x0 à

x1) étant réalisé par une méthode à un pas.5.1 Méthodes de gradient 
onjuguéLes méthodes de gradient 
onjugué sont des méthodes de résolution de systèmes linéaires symétriques qui
orrespondent don
 à des fon
tions f quadratiques.Elles sont très fortement utilisée pour résoudre les systèmes linéaires à stru
ture très 
reuse qui 
orrespondentà l'approximation numérique (éléments �nis, di�éren
es �nies . . .) de problèmes d'équations aux dérivéespartielles.On peut en trouver des développements et extensions dans la liste non exhaustive : [BBC+91, arti
le de J.FMaitre, pp 180�236℄, [Jol90, pp : 57�122℄, [Cia82, pp : 194�201℄.22
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5.1.1 PrésentationOn 
onsidère une fon
tion quadratique de la forme
f(x) =

1

2
txAx− tbx (129)où A est une matri
e N ×N symétrique dé�nie positive.On donne un point de départ x0, g0 = Ax0 − b son gradient au point x0 (on dit aussi le résidu puisque si g0 = 0 alors

x0 est la solution 
her
hée), d0 une dire
tion de des
ente qui n'est pas a priori g0.Le 
al
ul du point x1 est fait par une minimisation unidire
tionnelle exa
te (le problème est quadratique) dans ladire
tion d0, soit don

x1 = x0 − αoptd0 (130)ave
 αopt l'argument minimisant de f(x0 − αd0) prise 
omme fon
tion à une variable α. On obtient

x1 = x0 −
td0g0

td0Ad0
d0 (131)le gradient en x1 est

g1 = Ax1 − b = g0 −
td0g0

td0Ad0
Ad0

=

(

I − ]Ad0, d0[
td0Ad0

)

g0

= P (a, d0)g0

(132)C'est la proje
tion oblique sur l'hyperplan orthogonal à d0 dans la dire
tion Ad0 de g0 (voir � 1.2.3, page 6).Il s'agit maintenant de trouver un pro
édé pour déterminer d1 à partir de g1. On le 
hoisit de manière que
td1Ad0 = 0 (133)et pour 
ela on peut utiliser tP (A, d0), la proje
tion oblique de g1 sur l'hyperplan orthogonal à Ad0 dans la dire
tion d0(il n'est pas né
essaire de prendre la dire
tion d0 pour obtenir (133) mais 
e 
hoix 
onduit à un algorithme e�
ient), etobtenir

d1 = tP (A,d0)g1 = tP (A, d0)P (a, d0)g0 (134)on dispose alors de l'algorithme
x0 donné, g0 = Ax0 − b, d0 = g0, P0 = P (A, d0) et

gn+1 = Pngn (135)
dn+1 = tPngn+1 (136)
Pn+1 = P (A,dn+1) (137)
xn+1 = xn −

tdngn

tdnAdn
dn (138)qui 
onstitue l'algorithme de la méthode du gradient 
onjugué et dont on va examiner les 
ara
téristiques.Relations d'orthogonalité Si k < n, on a

tdkgn = 0 (139)
tgkgn = 0 (140)

tdkAdn = 0 (141)Par ré
urren
e, si (139-141) est vrai jusqu'à n alors il faut montrer que si k ≤ n

tdkgn+1 = 0 (142)
tgkgn+1 = 0 (143)

tdkAdn+1 = 0 (144)1. Si k ≤ n alors tdkgn+1 = 0 (142)En e�et on a, à partir de (135),
gn+1 = Pn . . . Pk+1PkPk−1 . . . P0g0 (145)Or, par l'hypothèse (141) et (32) toutes les proje
tions obliques 
ommutent. Don

gn+1 = PkPn . . . Pk+1Pk−1 . . . P0g0 (146)et alors, 
omme tPkdk = 0 (
f. (31))

tgn+1dk = tg0
tP0 . . .

tPk−1
tPk+1 . . .

tPn
tPkdk = 0 (147)2. Si k ≤ n alors tgkgn+1 = 0 (143)En e�et, à partir de (135) on peut é
rire

dk = gk − ]dk−1, Adk−1[
tdk−1Adk−1

gk = gk −
tgkAdk−1[

tdk−1Adk−1
dk−1 (148)et don
 remarquer que gk appartient au plan dk, dk−1. En utilisant (142) qui vient d'être montré on obtient alors(143). 23



A
na

ly
se

 N
um

er
iq

ue
 -

- 
2i

em
e 

A
nn

ee
 E

N
SE

M
 -

- 
A

nn
ee

 2
00

4-
-2

00
5 

--
 V

er
si

on
 p

ro
vi

so
ir

e

3. Si k ≤ n alors tdkAdn+1 = 0 (144)En e�et, par (136)
dn+1 = tPngn+1 (149)don


tdn+1Adk = tgn+1PnAdk (150)Si k = n, on a dire
tement tdn+1Adn = 0 par (31) ; dans le 
as 
ontraire, en utilisant PnAdk = Adk (34)
tdn+1Adk = tgn+1PnAdk = tgn+1dk = 0 (151)La ré
urren
e des propriété est don
 établie. Maintenant, à l'ordre 1, si g0 = d0,

g1 = P0d0 (152)
d1 = tP0d0 (153)et don
, en utilisant (31) on 
onstate que les propriétés (139�141) sont vraies à l'ordre 1 (mais seulement si d0 = g0,sinon tg0g1 = 0 ne serait pas né
essairement véri�ée.Fon
tionnement de l'algorithme Cha
une des dire
tions gn est orthogonale à 
elles qui la pré
édent. Don
 onpeut s'attendre à obtenir au bout de N ′ itérations (au pire en N ′ = N , la dimension du système linéaire)

gN′ = 0 (154)et don
, si x∞ est le minimum de (129),
x∞ = xN′ (155)L'algorithme du gradient 
onjugué est dire
te dans le sens où, si l'arithmétique utilisée était exa
te, il 
onvergeraitexa
tement vers la solution en un nombre �ni d'itérations.De plus l'algorithme fon
tionne à la 
ondition que
dn+1 6= 0 (156)Mais dans le 
as 
ontraire alors gn+1 appartient au noyau de tPn et don
 serait proportionnel à dn 
e qui oblige à 
eque gn+1 = 0 puisque par 
onstitution il appartient à l'orthogonal de dn (voir les relations 31).Don
 l'algorithme ne présente au
une ambiguïté.Il est intéressant de 
her
her dans quelle 
ondition la 
onvergen
e est obtenue rapidement (N ′ << N).D'abord, si il arrive que gn = Axn − b soit un ve
teur propre asso
ié à la valeur propre λ > 0 de A
Agn = λgn (157)alors la solution x∞ (telle que Ax∞ = b) est trouvée, 
'est (démonstration par inspe
tion)

x∞ = xn − 1

λ
gn (158)Ensuite dans 
e 
as (157) on a, à partir de (136) puis de (139),

dn = gn −
tgnAdn−1

tdn−1Adn−1
dn−1 = gn − λ

tgndn−1

tdn−1Adn−1
dn−1 = gn (159)et don


Pn = I − ]dn, dn[
tdndn

(160)
'est à dire la proje
tion orthogonale sur l'orthogonal de dn = gn. On obtient alors
gn+1 = Pngn = 0 (161)
'est à dire la 
onvergen
e.Dans les 
as pratiques, 
'est 
e qui arrive. Et de 
e point de vue la méthode du gradient 
onjugué s'apparente auxméthodes de re
her
he de valeurs propres (et ve
teurs propres) de matri
es (voir [Jol90, pp : 99℄ pour une 
omparaisonave
 la méthode de Lan
zos, les méthodes de re
her
he de valeurs propres, sans référen
es parti
ulières ave
 la méthodedu gradient 
onjugué peuvent être trouvée dans [BBC+91, arti
le de F. Chatelin, pp : 314�356℄).5.1.2 La méthode du gradient 
onjugué usuelleLa présentation du paragraphe pré
édent 
onstitue une introdu
tion pédagogique à la méthode du gradient 
onjugué,usuellement ([BBC+91, arti
le de J.F Maitre, pp 180�236℄, [Jol90, pp : 57�122℄, [Cia82, pp : 194�201℄), on le présentesous la forme équivalente (à (135�137) pratique de 
al
ul (
'est à dire qui minimise le nombre d'opérations à faire pourle passage n→ n+ 1), x0 étant un point initial quel
onque et g0 = d0 = Ax0 − b,

xn+1 = xn − αndn (162)
gn = gn−1 − αn−1Adn−1 (163)
αn =

tgngn

tdnAdn
(164)

dn = gn + βndn−1 (165)
βn = −

tgngn

tgn−1gn−1
(166)24
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et algorithme 
onserve évidemment les propriétés expliquées, soit
m < n =⇒ tdmgn = 0 (167)
m < n =⇒ tdmAdn = 0 (168)
m < n =⇒ tgmgn = 0 (169)

∃ N ′ ≤ N tel que dN′ = 0 (170)puis en�n, en introduisant le nombre de 
onditionnement (le rapport des valeurs propres extrêmes) de A, on établit unemajoration permettant d'atteindre 
e nombre N ′.5.1.3 Le pré
onditionnementLa vitesse de 
onvergen
e de la méthode de gradient 
onjugué dépend fortement du nombre de 
onditionnement dela matri
e A, et 
e dernier peut être réduit par un 
hangement de variable.C'est pourquoi la méthode du gradient 
onjugué est souvent modi�ée par une opération de 
hangement de variablequi est appelée le pré
onditionnement et dont la variété explique 
elle des noms de la méthode du gradient 
onjugué(S.S.O.R, I.C.C.G. . . .).Le le
teur est renvoyé à [BBC+91, arti
le de J.F Maitre, pp 212�234℄ et [Jol86℄ pour plus d'expli
ations.5.2 Méthodes quasi-NewtoniennesLes méthodes quasi-Newtoniennes, dites aussi à métrique variable, sont traitées : [BBC+91, arti
le de J. Roux,pp 237�313℄, [GS80℄, [DM77℄.Le le
teur intéressé par des formules pratiques de 
al
ul est invité à se référer aux référen
es pré
édentes. Mêmesi 
ertaines formules pratiques sont fournis dans 
e texte, 
'est surtout la 
ompréhension globale du prin
ipede 
es méthodes qu'on 
her
he à sus
iter 
hez le le
teur.Les méthodes quasi-Newtoniennes peuvent être appréhendées de deux façons 
omplémentaires :� elles imitent la méthode de Newton sans pour autant avoir l'in
onvénient de 
al
uler le Hessien. Elles 
onsistent àrempla
er 
e dernier par une 
ontrefaçon de Hessien.� elles sont une manière autre que le développement de Taylor d'exprimer une approximation lo
ale de la fon
tion àminimiser (un peu 
omme des polyn�mes d'approximations d'une fon
tion réelle à variable réelle sont une manièreautre que le développement de Taylor d'appro
her 
ette fon
tion par un polyn�me).Dans tous les 
as elles exploitent les informations données par les pas pré
édent à 
elui qui est traité ; les méthodesquasi-Newtoniennes sont don
 des méthodes à plus d'un pas. Mais «plus d'un pas va signi�er seulement deux pas.5.2.1 Prin
ipe des méthodesÉléments de départ On dispose du point x0, du point x1 et on 
her
he le point x2 tel que
x2 = x1 − λh(x0, x1)

−1∇f(x1) (171)où h(x0, x1) = h1 est une matri
e qu'il faut déterminer de manière à 
e qu'elle ressemble le plus possible au Hessien
∇2f(x1) et α est une longueur de pas 
omme dans la méthode du gradient.Conditions de ressemblan
e sur h1 Connaissant les gradients ∇f(x0), ∇f(x1) et puisque on a

∇f(x1) −∇f(x0) = ∇2f(x1)(x1 − x0) + o(x1 − x0) (172)on va imposer
∇f(x1) −∇f(x0) = h1(x1 − x0) (173)qui 
onstitue une 
ondition (de ressemblan
e) sur h1. Toujours pour des mobiles de ressemblan
e on peut ajouter que h1doit être symétrique.Cela laisse 
ependant une assez grande latitude pour le 
hoix de h1 qui possède N(N − 1)/2 
oe�
ients (ave
 lasymétrie) alors que (173) ne fournit que N équations.Inversibilité de h1 Si on suppose donnée h0 = h(x0, x−1) une matri
e dont on 
onnaît aussi l'inverse, alors tout h1de la forme (voir � 1.2.3, p 6)

h1 = h0+]v, w[ (174)où u et v sont des ve
teurs de EN tels que 1 + tuh−1
0 v 6= 0, est inversible.Ce n'est pas su�sant, il faut ajouter que h1 doit être symétrique et alors on doit prendre w − ξv, pour obtenir
h1 = h0 + ξ]v, v[ (175)la 
ondition de ressemblan
e (173) s'é
rit alors
z = ξ( tpv)v (176)où, pour simpli�er les notations,

y = ∇f(x1) −∇f(x0) (177)
p = x1 − x0 (178)
z = y − h0p (179)25
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e qui impose de prendre
v = z ξ =

1
tzp

(180)et don
 oblige à 
e que tzp 6= 0 
e qui n'a au
une raison de ne pas arriver (voir dis
ussion [BBC+91, arti
le de J. Roux,pp 256℄).Pour éviter 
et in
onvénient, et bien que la méthode induite par le 
hoix (174) puisse être utilisée (elle s'appelle laméthode de Broyden ou d'a
tualisation de rang 1), on peut introduire un 
hoix plus vaste que (174) (
e sera la méthoded'a
tualisation de rang 2) sous la forme, respe
tant la 
ondition de symétrie sur h1,
h1 = h0 + ψ]v, v[+ξ]w,w[+τ (]v, w[+]w, v[) (181)où ψ, ξ et τ sont des s
alaires et v et w des ve
teurs à trouver pour respe
ter la 
ondition de ressemblan
e (173). Un
al
ul (voir [GS80, pp : 26�27℄) fait apparaître qu'il faut alors que h1 s'é
rive alors (en reprenant les notations (177-187))

h1 = h0 +
ξ]z, z[−( tzp)]v, v[+( tvp)(]v, z[+]z, v[)

ξ( tzp) + ( tvp)2
(182)On remarque qu'en prenant v = 0 on retrouve la méthode de Broyden ou d'a
tualisation de rang 1 et don
 que 
ettedernière n'est pas éliminée mais seulement plongée dans un 
adre plus vaste.Dé�nie positivité Une 
ondition de 
onfort est que h1 soit de plus dé�nie positive : on se 
ontentera d'admettre(
'est assez long, la démonstration �gure expli
itement dans [GS80, pp : 28�33℄) que h1 donné sous la forme (182) estdé�nie positive si� h0 l'est (ainsi que symétrique)� les 
onditions

( tvh−1
0 y)2 + (ξ − ( tvh−1

0 v)( tzh−1
0 y)

ξ( tzp) + ( tvp)2
> 0 (183)

1 +
1

2

−( tzp)(vh−1
0 v) + ξ( tzh−1

0 z) + 2( tvp)( tzh−1
0 v)

ξ( tzp) + ( bp)2
≥ 0 (184)sont véri�ées.Les algorithmes de 
al
ul Les algorithmes de 
al
ul s'é
rivent alors, en partant du point x1, par exemple donnépar un pas de gradient à partir du point x0, et de la matri
e h0 (par exemple l'unité),

xn+1 = xn − αnh
−1
n ∇f(xn)

αn = solution d'une minimisation unidire
tionnelle
hn = hn−1 +

ξn]zn, zn[−( tznpn)]vn, vn[+( tvnpn)(]vn, zn[+]zn, vn[)

ξn( tznpn) + ( tvnpn)2

yn = ∇f(xn) −∇f(xn−1)
pn = xn − xn−1

zn = yn − hnpn

vn, ξn = résultat d'un 
hoix (185)Les 
hoix des vn, ξn 
orrespondent à toute une famille de méthodes quasi-Newtoniennes ou à métrique variable ave
a
tualisation de rang 2.5.2.2 Quelques méthodesP.S.B. (i.e. Powell's Symmetri
 Broyden) On 
hoisit
ξn = 0 vn = pn (186)et alors

hn = hn−1 +
−( tznpn)]pn, pn[+p2

n(]pn, zn[+]zn, pn[)

p2
n

(187)Ce 
hoix ne 
onduit pas à des divisions par 0 par
e que si pn = 0 
'est que les itérations n'avan
ent plus et don
qu'on peut espérer (voir dis
ussion sur la longueur de pas) avoir 
onvergé.La dé�nie-positivité de hn−1 est transmise à hn sous réserve des 
onditions (183), (184), on les véri�e pendant le
al
ul.D.F.P. (i.e.Davidon�Flet
her-Powell) On 
hoisit
ξn = 0 vn = yn (188)et alors

hn = hn−1 +
−( tznpn)]yn, yn[+( tynpn)(]yn, zn[+]zn, yn[)

( tynpn)2
(189)Il faut que tynpn 6= 0 et 
ette 
ontrainte est en liaison ave
 la transmission du 
ara
tère de dé�nie positivité esttransmise à hn sous réserve des 
onditions (183), (184), on les véri�e pendant le 
al
ul.

26
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B.F.G.S. (i.e. Broyden�Flet
her�Goldfarb�Shanno) On 
hoisit
ξn = 0 vn = hn−1pn (190)et alors

hn = hn−1 − ]hn−1pn, hn−1pn[
tpnhn−1pn

+
]yn, yn[

tpnyn
(191)Les remarques de dé�nie positivité sont les mêmes que pré
édemment.La méthode B.F.G.S. est la plus pratiquée par
e qu'elle est en fait une méthode d'a
tualisation de rang deux inversedans le sens que 
e n'est pas le hessien qui est appro
hé par a
tualisation mais son inverse.En 
onséquen
e, il existe une formule d'a
tualisation de h−1

n à partir des mêmes éléments et de h−1
n−1 qui évite le
al
ul e�e
tif de l'inverse de (191), même si 
elui-
i peut être fait en utilisant de pro
he en pro
he (27), et don
 allègel'algorithme e�e
tif de 
al
ul (voir [BBC+91, arti
le de J. Roux, pp : 265�294℄).5.2.3 Convergen
e des méthodesOn se référera à [DM77℄, [BBC+91, arti
le de J. Roux, pp : 295�310℄, [GS80, pp : 34�66℄.Les résultats sont que les méthodes quasi-Newtoniennes possèdent simultanément les propriétés globales et lo
ales de
onvergen
e sous des hypothèses de gradient Lips
hitzien.5.3 Exer
i
es5.3.1 Énergie et méthode du gradient 
onjuguéOn 
onsidère un système de 
ourants éle
triques, le ve
teur i, et de �ux magnétiques, le ve
teur ϕ. La liaison entreles 
ourants et les �ux est faite par la fon
tion énergie

w(ϕ) = max
i∈EN

{

tϕi− 1

2
tiMi

} (192)où M , la matri
e des indu
tan
es est symétrique, dé�nie, positive. on propose de 
al
uler w(ϕ).On a
w(ϕ) =

1

2
tϕM−1ϕ (193)mais il faut alors 
al
uler M−1, et on préfère alors disposer d'un algorithme dire
t de résolution de (192).On essaie la méthode du gradient 
onjugué (sous la forme pédagogique (136�139)). Pour simpli�er, on prend N = 2et

M =

(

l m
m L

)

tϕ = (φ, ψ) (194)Au départ on prend
i0 = (0, 0)

tg0 = (−φ, −ψ)
td0 = (−φ, −ψ)

(195)
P0 =

1

∆

(

−(−mφ− Lψ)ψ (−l φ−mψ)ψ
φ (−mφ− Lψ) −(−l φ−mψ)φ

) (196)ave

∆ = l φ2 + 2φmψ + Lψ2 (197)puis on 
al
ule

t
g1 =

Γ

∆
(ψ,−φ) (198)ave


Γ = (−mφ2 − φLψ + ψ l φ+mψ2) (199)et
td1 =

Γ

∆2
(ψ2 + φ2)(mφ+ Lψ,−(lφ+mψ)) (200)puis

P1 =





φ (l φ+mψ)

∆

(l φ+mψ)ψ

∆
(mφ+ Lψ)φ

∆

ψ (mφ+ Lψ)

∆



 (201)à partir duquel on obtient
tg2 = (0, 0)
td2 = (0, 0)

(202)L'algorithme 
onverge en deux 
oups dans le 
as général.Maintenant on peut 
onstater que la 
ondition pour que Γ soit nulle 
orrespond à prendre (φ, ψ) dans l'un ou l'autredes sous espa
es de M : dans 
e 
as la 
onvergen
e est en un 
oup.6 ExemplesPour 
omprendre le fon
tionnement des méthodes numériques, il est intéressant d'analyser le détail de leurs itérationssur des exemples parti
uliers.D'autre part, on ne voit bien qu'ave
 le 
÷ur, 
'est à dire i
i ave
 
e qui prend une forme d'expression analytique.L'ennui est que 
es expressions sont très lourdes à manipuler, aussi s'est-on aidé d'un logi
iel de 
al
ul formel pour lagestion des manipulation. 27
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6.1 Banana shapes ou longues vallées étroitesUn test assez 
lassique des méthodes numériques est 
elui des longues vallées étroites. I
i on prend l'exemplele plus simple possible mais on peut trouver d'autres exemples dans la littérature. Notamment de nombreusesméthodes sont testées sur la fon
tion de Rosenbro
k qui est étudiée plus bas. dans [Cul94, pp : 37�62℄. L'arti
lede Jean Roux dans [BBC+91, pp : 291�294℄ 
ontient également des tests intéressants ainsi qu'une bibliographiede tests.Le problème majeur de la méthode du gradient est qu'elle est assez mauvaise dans les 
as de «longues vallées étroites
omme on va le véri�er sur l'exemple : si f est une fon
tion de E2 dans R de la forme
f(x, y) =

1

2

(

(

x

a

)2

+ y2

) (203)où a est un paramètre qui peut devenir grand.Le minimum de f est le point (x∞, y∞) = (0, 0) et on va essayer de le retrouver numériquement.Méthode du gradient ave
 longueur de pas 
al
ulée par la méthode de Newton unidire
tionnelleL'algorithme 
onduit alors à asso
ier au point de départ (x0, y0) le point
(x1, y1) =

(

x0 y0
2a4
(

a2 − 1
)

x0
2 + y0

2a6
,−

y0 x0
2
(

a2 − 1
)

x0
2 + y0

2a6

) (204)puis à l'itération suivante le point
(x2, y2) =

(

(

a2 − 1
)2
a2y0

2x0
3

(x0
2 + y0

2a6) (y0
2a2 + x0

2)
,

(

a2 − 1
)2
a2y0

3x0
2

(x0
2 + y0

2a6) (y0
2a2 + x0

2)

) (205)et en�n à l'itération suivante
(x3, y3) =

(

x0
3y0

4a6
(

a2 − 1
)3

(x0
2 + y0

2a6)2 (y0
2a2 + x0

2)
,−

x0
4y0

3a2
(

a2 − 1
)3

(x0
2 + y0

2a6)2 (y0
2a2 + x0

2)

) (206)A 
ha
un de 
es points, on asso
ie les distan
es eu
lidiennes d1, d2, d3 à l'origine : on s'attend à 
e que
d3 < d2 < d1 (207)et, en �xant un point de départ, on tra
e les 
ourbes d1(a), d2(a), d3(a)

(x0, y0) = (1, 1) (x0, y0) = (1, 1/10)

Plot: lvl1.eps Plot: lvl2.eps
On remarque que pour le point de départ (x0, y0) = (1, 1) les distan
es d2 et d3 sont très petites devant d0 et 
ela pourtous les a, même si on observe une (petite) remontée pour a de l'ordre de 2.Par 
ontre le 
omportement du point de départ (x0, y0) = (1, 1/10) mérite une analyse.D'abord il faut remarquer qu'un point de départ (x0, y0) = (1, 0) aurait 
onduit à la solution en un pas (
f. (204). Etpourtant le point (x0, y0) = (1, 1/10), qui lui est très voisin, semble 
onverger di�
ilement puisque les distan
e d2 et d3sont presque 
onfondues pour les a grands, et de toute façon ne semble pas dé
roître très vite.C'est une 
ara
téristique des problèmes de longues vallées étroites : même si la longueur de pas est exa
te (elle estexa
te ave
 la méthode de Newton unidire
tionnelle par
e que le problème est quadratique) il y a une lenteur 
ertainede 
onvergen
e.Cela 
onstitue un défaut de la méthode du gradient.Méthode du gradient ave
 longueur de pas 
al
ulée par la méthode de Newton unidire
tionnellepuis perturbée Si, arti�
iellement, on multiplie la longueur de pas par un fa
teur 1 + ǫ pour simuler les situations(réelles) où on ne peut obtenir de longueur de pas exa
te et qu'on re
ommen
e l'étude on obtient :

(x1, y1) =

(

x0 −
(

x0
2 + y0

2a4
)

(1 + ǫ) x0

x0
2 + y0

2a6
, y0 −

(

x0
2 + y0

2a4
)

a2 (1 + ǫ) y0

x0
2 + y0

2a6

) (208)les expression des points suivant étant très 
ompliquées.On re
ommen
e la même expérimentation que pré
édemment pour obtenir28
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(x0, y0) = (1, 1), ǫ = 1/5 (x0, y0) = (1, 1/10), ǫ = 1/5

Plot: lvl3.eps Plot: lvl4.eps
(x0, y0) = (1, 1), ǫ = −1/5 (x0, y0) = (1, 1/10), ǫ = −1/5

Plot: lvl5.eps Plot: lvl6.eps
Une première remarque, en faisant abstra
tion de la «valeur 
ritique de a dans le 
as ǫ = −1/5, est que les distan
es nediminuent plus fortement dès que a > 2, et 
e
i quelque soit le point de départ.En fait, et même pour des valeurs de ǫ beau
oup plus petites, on peut être amené à faire des 
entaines d'itérationspour obtenir la 
onvergen
e.Le (bon) 
omportement, dans le 
as ǫ = −1/5, pour la «valeur 
ritique de a, est une 
orre
tion par l'erreur de 
al
ulde la longueur de pas du problème inhérent à la longue vallée étroite.Cela n'arrive que si on prend un pas plus petit que 
elui qu'on aurait du prendre et 
'est pourquoi on a toujoursintérêt à utiliser une te
hnique de paramètre de relaxation qui revoit à la baisse la longueur de pas 
al
ulée si 
elle 
i estfaite par la méthode de Newton unidire
tionnelle.Méthode B.F.G.S. On re
ommen
e le travail des paragraphes pré
édents en utilisant l'algorithme B.F.G.S. : audépart on a (x0, y0) à partir duquel on fait un pas de gradient ave
 
al
ul de la longueur de pas par la méthode de Newtonunidire
tionnelle pour obtenir (
omme pré
édemment (204))

(x1, y1) =

(

x0 y0
2a4
(

a2 − 1
)

x0
2 + y0

2a6
,−

y0 x0
2
(

a2 − 1
)

x0
2 + y0

2a6

) (209)On 
hoisit une matri
e h0 symétrique (pas for
ement dé�nie positive) mais à 
e
i près quel
onque
h0 :=

(

u0 t0
t0 u0

) (210)on a
y1 =

(

−2

(

x0
2 + y0

2a4
)

x0

(x0
2 + y0

2a6)a2
,−2

(

x0
2 + y0

2a4
)

a2y0

x0
2 + y0

2a6

)

p1 =

(

−
(

x0
2 + y0

2a4
)

x0

x0
2 + y0

2a6
,−
(

x0
2 + y0

2a4
)

a2y0

x0
2 + y0

2a6

) (211)
− ]h0p1, h0p1[

tp1h0p1
=











−
(

u0 x0 + t0 a
2y0

)2

u0 x0
2 + 2 x0 t0 a2y0 + y0

2a4d0

−
(

u0 x0 + t0 a
2y0

) (

t0 x0 + d0 a
2y0

)

u0 x0
2 + 2 x0 t0 a2y0 + y0

2a4d0

−
(

u0 x0 + t0 a
2y0

) (

t0 x0 + d0 a
2y0

)

u0 x0
2 + 2 x0 t0 a2y0 + y0

2a4d0

−
(

t0 x0 + d0 a
2y0

)2

u0 x0
2 + 2 x0 t0 a2y0 + y0

2a4d0











(212)
]y1, y1[

tp1y1
=









2
x0

2

a2 (x0
2 + y0

2a6)
2

a2x0 y0

x0
2 + y0

2a6

2
a2x0 y0

x0
2 + y0

2a6
2

y0
2a6

x0
2 + y0

2a6









(213)29
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Les expressions de h1 (donnée par (191) et 
elle de son inverse deviennent trop importantes pour être é
rites. Lesexpressions restant toujours aussi importantes, on 
al
ule le point x2 ave
 (185) en utilisant la méthode de Newton pourla minimisation unidire
tionnelle et on trouve que, pour une matri
e h0 quel
onque, x2 = 0 exa
tementLa méthode B.F.G.S. appliquée à 
et exemple, mais 
e serait vrai pour toute fon
tion quadratique, fournit une solutionexa
te à l'itération qui su

ède dire
tement à la première itération d'initialisation.6.2 Fon
tion de Rosenbro
kLa fon
tion de Rosenbro
k est
f(x, y) = p(y − x2)2 + (1 − x)2 (214)où f est une fon
tion réelle des deux variables réelles x et y et p est paramètre qui peut être très grand (100 par exemple).Il faut :a) dessiner les lignes de niveaux qui apparaîtraient sur une 
arte de 
ette terreb) appliquer les méthodes d'abord de la plus grande des
ente ensuite de Newton pour trouver un algorithme de re
her
hedu point le plus bas de 
ette terre (qui est évidemment x∞ = y∞ = 1)
) trouver des zones parti
ulières pour le point de départ des algorithmes qui mettent en éviden
e :1. l'e�
a
ité de la méthode de Newton ;2. puis son ine�
a
ité ;3. l'ine�
a
ité de la méthode de la plus grande pente ;4. puis son e�
a
ité.solution proposée La solution est f(1, 1) = 0 puisque f est la somme de deux termes positifs qui doivent être nulsséparément, 
e qui 
onduit à 
ette solution. D'autre part le gradient de f est

∇f(x, y) = (−2p(y − x2)x− 1 + x, p(y − x2))qui n'est nul que pour 
ette solution, don
 il n'y a pas de minimum lo
aux 
a
hés.D'abord l'e�
a
ité de la méthode Newton. On peut 
her
her les points qui 
onduisent à la solution exa
te en unnombre �ni d'itération.L'algorithme de Newton est
(X,Y ) = (

−2 p x y + 2 p x3 + 1

−2 p y + 1 + 2 p x2
,
x (−2 p x y + 2 − x+ 2 p x3)

−2 p y + 1 + 2 p x2
)si (x, y) est le point de départ, il est amené à (X,Y ) par 
ette formule.La question est déjà de 
her
her les points (x, y) tels que (X,Y ) = (1, 1) ; à la main on trouve assez fa
ilement que
es points appartiennent à la droite

x = 1Ensuite il faut trouver les points (x, y) tels que (X,Y ) = (1, Y ) (pro�ter de l'o

asion pour montrer que 
etteformulation est une paramétrisation) ; à la main on trouve (un peu moins fa
ilement) que 
es points appartiennent à laparabole
y = x2Si maintenant on 
her
he les points (x, y) tels que (X,Y ) = (X,X2) on (maple) n'en trouve au
un.Par 
ontre l'inversion de l'algorithme de Newton peut être tentée (par maple), on trouve







x = X +
√
X2 − Y

y =
1

2

−2 p (X +
√
X2 − Y )Y + 4 p (X +

√
X2 − Y )X2 − 2 pY X + 1 −X

p
√
X2 − You







x = X −
√
X2 − Y

y = −1

2

−2 p (X −
√
X2 − Y )Y + 4 p (X −

√
X2 − Y )X2 − 2 pY X + 1 −X

p
√
X2 − Y
e qui porte à penser que� les points (X,Y ) tels que Y ≥ X2 (au dessus de la parabole) ne seront jamais atteints par l'algorithme de Newton,sauf à admettre l'existen
e des points à l'in�ni ; et don
 au
un point de départ dans le plan ne 
onduit en trois ouplus itérations à la solution ;� il existe (au moins) deux points (x, y) qui atteignent un même point (X,Y ) ;� toute autre remarque que l'examen de 
es deux expressions peut aussi être pensée (et même aussi exprimée).D'autre part les points tels que

y = x2 +
1

2pmènent les points (X,Y ) à l'in�ni (remarquer que 
ette 
ondition est évidemment 
elle pour laquelle le hessien de f
∇2f(x, y) =

(

6px2 − 2py + 1 −2px
−2px p

)
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omporte une valeur propre nulle et don
 n'est pas inversible.), 
e sont don
 des points pour lesquels la méthode deNewton é
houe ( remarquer que pour p grand 
es points sont très pro
hes de 
eux pour lesquels la méthode 
onverge endeux 
oups et par 
onséquent que du 
apitole à la ro
he Tarpéienne il n'y a qu'un pas).Une question intéressante est 
elle de savoir si un point (x, y) du plan peut être amené en (X,Y ) satisfaisant Y =
X2 + 1/2p. Celui qui serait intéressé a toute latitude pour répondre à 
ette question en utilisant le 
anevas maple quileur a été fourni.Une autre question est de topographier le lieu du plan dans lesquelles le hessien est dé�ni positif : il faut pour 
elaque le déterminant du hessien soit positif et aussi sa tra
e (pour éviter deux valeurs propres négatives) :

y < x2 +
1

2p
; y < 3

2
x2 +

1

2
+

1

2pla première 
ondition su�t seule.Par 
onsidération de l'inverse, on remarque 
ependant que l'algorithme de Newton portera un point qui ne se trouveraitpas dans 
e lieu vers 
e lieu.Solution proposée pour 3 et 4 :On peut maintenant aborder l'analyse de la méthode du gradient. L'algorithme est
X = x− α(−2p(y − x2)x− 1 + x)
Y = y − α(p(y − x2))où α, le pas de des
ente, doit être 
hoisi au mieux ( pré
iser 
e qu'il est possible de faire pour 
hoisir 
e pas :� la méthode de Newton sur le problème monodimensionel en α ;� prendre α au hasard, le diviser ou le multiplier par 2 (par exemple) suivant les valeurs obtenue pour la fon
tion.� tout autre manière qui plaira à 
ondition de ne pas introduire des 
ompli
ations abstraites tirée de la 
ondition deZoutendijk.) On suppose maintenant que 
e pas est 
hoisi au mieux, qu'on dispose d'une méthode inspé
i�ée i
i qui permet de le
hoisir au mieux ; on fait tra
er le lieux des points du plan pour lesquels ∂xf(x, y) = 0 ; 
elui pour lesquels ∂yf(x, y) = 0 ;et on part d'un point (x0, y0 = x2

0) ave
 x0 su�samment petit pour que le point de départ soit situé au dessus de la ligneen pointillé (le point marqué sur la parabole)

Il est un peu di�
ile de travailler sur 
ette �gure aussi on 
hange un peu l'é
helle en y (remarquer qu'un tra
é qualitatifest plus lisible qu'un tra
é respe
tant les dimensions)
b
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Si don
 on part de 
e point, la dérivée en y de f y est nulle et don
 le dépla
ement sera dirigé suivant x ; 
ommel'appli
ation partielle f(x, x2
0) est de la forme (le point marqué est (x0, f(x0, x

2
0))) (trouver que la forme ne peut être que
elle-
i)

bil faudra bien que le point atteint soit au minimum qui est don
 le point le plus pro
he de (x0, x
2
0) tel que ∂xf(x, x2

0) = 0 ;
'est le point le plus pro
he par
e que l'algorithme permettant la re
her
he de α n'est a priori pas 
apable de fran
hir lamontagne.Ensuite on arrive don
 en un point (x1, x
2
0) tel que la dérivée de f par rapport à x est nulle et don
 le dépla
ementsera dirigé suivant y et on atteint le point (x1, x

2
1) (les tra
és sont plus fa
iles à faire dans la dire
tion y).Il reste don
 à 
ontinuer l'algorithme en des
endant alternativement suivant x et suivant y jusqu'à 
e atteindre unpoint (xn, x

2
n) tel que x2

n soit inférieur à la ligne pointillée.Là on arrive à l'autre bran
he de la 
ourbe et on des
end ensuite, toujours de façon alternée, sur le 
ouple des deux
ourbes de droite.L'in
onvénient prin
ipal de la méthode du gradient est ainsi illustré : on voit bien que la des
ente peut être très lente.Cependant il n'y a pas de points à partir duquel on ne peut des
endre.Un phénomène intéressant est aussi illustré sur 
et exemple : lors de la première des
ente les points su

essifs (xn, yn)sont très pro
hes les un des autres jusqu'au 
hangement de bran
he pour lequel la valeur de x 
hange de façon spe
ta
-ulaire, puis la des
ente reprend de façon lente.D'une part 
e phénomène est souvent ren
ontré (la fon
tion de Rosenbro
k est faite pour 
ela) et d'autre part il s'agitd'une 
atastrophe au sens de Thom.6.3 Forme d'une membrane axisymétriqueOn regarde une membrane tendue sur deux 
er
eaux 
oaxiaux pla
és à la hauteur H l'un de l'autre.On pense que la forme prise par 
ette membrane est 
elle qui minimise sa surfa
e.Il est également possible qu'on souhaite 
onstruire une telle membrane et qu'on 
her
he alors 
ette forme minimumpour dépenser le moins possible de matière dans la 
onstru
tion.Ce problème admet un traitement analytique qui va être dé
rit expli
itement. Mais l'obje
tif de l'exer
i
e est de letraiter ave
 une méthode numérique.6.3.1 Traitement analytiqueLa question 
entrale est de trouver la forme de la membrane qui minimise sa surfa
e.On dé
ide de paramétrer le lieu des points qui appartiennent à la menbrane de la façon suivante : on 
hoisit un plannormal à l'axe d'invarian
e par rotation des deux 
er
eaux de manière que le 
er
eau le plus bas soit dans 
e plan ; onpla
e l'origine O d'un repère orthonormé à l'interse
tion de l'axe et de 
e plan et on donne deux dire
tions par deuxve
teurs du plan ~i et ~j orthogonaux ; le troisième ve
teur ~k sera dirigé suivant l'axe.Ave
 
e repère, tout point P de l'espa
e est dé�ni par la donnée de ses 
oordonnées (x, y, z) de manière que ~OP =

x~i+ y~j + x~k ; et le lieu des points appartenant à la menbrane est dé�ni par les triplets (x, y,ℵ(x, y)) où
ℵ(x, y) =

{

0 si x2 + y2 > R2
0

H x2 + y2 < R1
1est une fon
tion (di�érentiable) qui détermine la forme de la menbrane.Deux 
ritiques de 
ette paramétrisations peuvent être faites :1. on n'a pas donné d'épaisseur à la membrane et don
 l'objet mathématique ne peut pas avoir de 
orrespondan
eave
 le monde sensible ;2. les situations dans lesquelles la membrane 
omporterait une invaginationsont ex
lues 
ar alors ℵ serait multivaluée.
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La réponse à la première 
ritique est que 
ette appro
he est une modélisation : on ne prétend pas qu'elle soit la réalitémais on lui demande seulement de lui ressembler ; 
'est 
ela même qui peut être appelé la modélisation.La réponse à la deuxième 
ritique est qu'elle est très légitime et qu'il faudrait s'en souvenir si les 
al
uls de l'appro
he
onduisait à des bizarreries.Si D est la 
ouronne R1 <
√

x2 + y2 < R0 la surfa
e est
Σ(ℵ) =

∫

D

√

1 +
(

~∇ℵ(x, y)
)2
dxdyoù

~∇h(x, y) = ∂xh(x, y)~e1 + ∂yh(x, y)~e2et où on remarque que le mot `surfa
e' dénote i
i une fon
tion à valeur réelle dont l'argument est une fon
tion ; 
e qu'onappelle une fon
tionnelle.Si maintenant on dé
ide d'utiliser des 
oordonnées 
ylindriques, on peut introduire κ(r, θ) une nouvelle fon
tion κtelle que
κ(r, θ) = ℵ(r cos θ, r sin θ)et don
 telle que

κ(R0, θ) =

{

0 si r = R0

H r = R1alors la nouvelle façon d'exprimer la surfa
e sera
S(κ) =

∫ R1

R0

rdr

∫ 2π

0

dθ

√

1 + (∂rκ(r, θ))
2 +

(

∂θκ(r, θ)

r

)2L'analyse5 de l'expression de la surfa
e met en éviden
e que si on prend une fon
tion κ quel
onque on peut bâtir àpartir d'elle une autre fon
tion qui ne dépendrait plus de θ et qui 
onduirait à une valeur de surfa
e plus petite (ou égale)que la première.En e�et si κ(r, θ) (ave
 κ(R0, θ) = 0 et κ(R1, θ) = H) est donnée alors en prenant
h(r) =

1

2π

∫ 2π

0

κ(r, θ)dθsi on sait que� ∀f : (∫ b

a

f(x)dx

)2

≤ (b− a)

∫ b

a

(f(x))2 dx (le 
arré de la moyenne est plus petit que la moyenne des 
arrés)� si ∫ b

a

f(x)dx ≤
∫ b

a

g(x)dx et que F est une fon
tion 
roissante alors ∫ b

a

F (f(x))dx ≤
∫ b

a

F (g(x))dx 6on obtient alors
∫ R1

R0

(

dh

dr
(r)
)2

dr =

∫ R1

R0

(

1

2π

∫ 2π

0

∂rκ(r, θ)dθ

)2

dr

≤
∫ R1

R0

(

1

2π

∫ 2π

0

(∂rκ(r, θ))
2dθ

)

drd'où
Σ(h) ≤ Σ(κ)Il est don
 inutile de 
onsidérer le 
as général d'une fon
tion κ qui ne serait pas à symétrie de révolution pour leproblème de re
her
he de minimum.Il reste alors, en appelant h(r) les fon
tions κ qui ne dépendent pas de θ, que l'expression de la surfa
e est

S(h) = 2π

∫ R1

R0

rdr

√

1 +
(

dh

dr
(r)
)2Pour la 
ommodité d'é
riture on introduit l'espa
e des fon
tions 
orrespondant à des surfa
es s'appuyant sur les
er
eaux 
omme

V = {h telle que h(R0) = 0 et h(R1) = H}Supposons qu'il existe une fon
tion parti
ulière h∞ ∈ V telle que
∀h ∈ V : S(h∞) ≤ S(h)La question est maintenant de trouver une 
ondition né
essaire à laquelle doit satisfaire h∞ et de véri�er qu'elle estaussi su�sante.Pour 
ela On pose h = h∞ + δλh′ (on remarquera qu'alors h′(R0) = h′(R1) = 0) et on fait un développement limitéau premier ordre en δλ de S(h∞ + δλh′) pour trouver 
ette 
ondition.5Attention l'analyse en question telle que donnée dans 
e texte est fausse ! Mer
i à E. Plaut de l'avoir signalé. L'`analyse' est pourtant laisséepar
e qu'elle a l'apparen
e du raisonnable et que le résultat auquel elle 
onduit est 
ertainement vrai, mais il n'est pourtant pas démontré.6C'est 
ette a�rmation qui est fausse. Pourquoi ? Trouver un 
ontre-exemple.33
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D'abord la question du 
al
ul sordide
√

1 + (ḣ∞ + δλḣ′)2 =
√

1 + ḣ2
∞ + 2δλḣ′ḣ∞ + δλ2ḣ′2

=
√

1 + ḣ2
∞

√

1 + 2
ḣ′ḣ∞

1 + ḣ2
∞

δλ+
ḣ′2

1 + ḣ2
∞

δλ2

=
√

1 + ḣ2
∞

(

1 +

(

ḣ′ḣ∞

1 + ḣ2
∞

δλ+
1
2
ḣ′2

1 + ḣ2
∞

δλ2

)

− 1

8

(

ḣ′ḣ∞

1 + ḣ2
∞

δλ+ o(δλ)

)2

+ o(δλ)

)

=
√

1 + ḣ2
∞ +

ḣ′ḣ∞
√

1 + ḣ2
∞

δλ+
1

8

4ḣ′2(1 + ḣ2
∞) − (ḣ′ḣ∞)2

(

1 + ḣ2
∞

)3/2
+ o(δλ2)

=
ḣ′ḣ∞

√

1 + ḣ2
∞

δλ+
1

8

4ḣ′2 + 3(ḣ′ḣ∞)2

(

1 + ḣ2
∞

)3/2
+ o(δλ2)Ensuite on peut é
rire que si h∞ ∈ V

∀h ∈ V : S(h∞) ≤ S(h)est équivalent à
∀h′ ∈ V0;∀δλ : S(h∞) ≤ S(h∞ + δλh′)où
V0 =

{

h′ telle que h′(R0) = h′(R1) = 0
}En parti
ulier si δλ devient petit alors 
ette deuxième 
ondition se transforme en

∀h′ ∈ V0;∀δλ : S(h∞) ≤ S(h∞) + δλ2π

∫ R1

R0

dh∞

dr

dh′

dr
√

1 +
(

dh∞

dr

)2
rdr + o(δλ)soit

∀h′ ∈ V0 : 0 ≤ δλ2π

∫ R1

R0

dh∞

dr

dh′

dr
√

1 +
(

dh∞

dr

)2
rdr + o(δλ)Si don
 on peut admettre qu'il est possible de trouver un δλ su�samment petit pour que la présen
e de o(δλ) n'in�uepas sur le signe du se
ond membre de l'inégalité, 
omme 
ette dernière 
ondition ne présage pas du signe de δλ, il faudraalors que

∀h′ ∈ V0 : 2π

∫ R1

R0

dh∞

dr

dh′

dr
√

1 +
(

dh∞

dr

)2
rdrsoit simultanément positif et négatif ; don
 nul.La 
ondition né
essaire 
her
hé est

∀h′ ∈ V0 : 2π

∫ R1

R0

dh∞

dr

dh′

dr
√

1 +
(

dh∞

dr

)2
rdr = 0Si 
ette 
ondition est remplie alors l'inégalité devient (ḟ =

df

dr
)

∀h′ ∈ V0 : 0 ≤
∫ R1

R0

1

8

4ḣ′2 + 3(ḣ′ḣ∞)2

(

1 + ḣ2
∞

)3/2
rdr + o(δλ)
e qui semble vrai en re
onduisant l'hypothèse portant sur o(δλ2). Mais évidemment 
omme on n'a pas pré
isé l'espa
edans lequel devaient être les h, il est possible de trouver des fon
tions h′ non nulle sur des portions négligeable de [R0, R1]et pour lesquels 
ette quantité serait nulle et don
 pour lesquels il faudrait pousser le développement à l'ordre suivant ;
e qui d'ailleurs est la raison pour laquelle il est intéressant d'introduire les espa
es fon
tionnels.On n'entre pas dans 
es 
onsidérations et on se 
ontente de dire que la positivité avérée de l'ordre deux est la 
onditionsu�sante.Il reste maintenant à trouver une équation di�érentielle à laquelle doit satisfaire h∞ et véri�er que des 
onditions auxlimites en quantité su�sante sont disponibles pour qu'une solution unique puisse exister.On a

∫ R1

R0

dh∞

dr

dh′

dr
√

1 +
(

dh∞

dr

)2
rdr =









h′

r
dh∞

dr
√

1 +
(

dh∞

dr

)2









R1

R0

−
∫ R1

R0

h′ d

dr









r
dh∞

dr
√

1 +
(

dh∞

dr

)2









dr34
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et don
 en utilisant les 
onditions h′ ∈ V0, la 
ondition né
essaire devient
∀h′ ∈ V0 :

∫ R1

R0

h′ d

dr









r
dh∞

dr
√

1 +
(

dh∞

dr

)2









dr = 0Si maintenant on 
roit que 
'est équivalent (le seul obsta
le serait des espa
es fon
tionnels dans lesquels 
e ne serait pasvrai) à
d

dr









r
dh∞

dr
√

1 +
(

dh∞

dr

)2









= 0on a trouvé l'équation di�érentielle 
her
hé et on possède évidemment les 
onditions aux limites 
orrespondant à la
ondition h∞ ∈ V soit
h∞(R0) = 0 et h∞(R1) = HIl su�t alors de résoudre 
ette équation di�érentielle et d'exprimer la solution en fon
tion de R0, R1,H quand 
'estpossibleOn trouve déjà
r
dh∞

dr
= k

√

1 +
(

dh∞

dr

)2où k est une 
onstante. Si R0 < R1 
ette 
onstante est positive puisque le 
hangement de signe de dh∞

dr
est renduimpossible par 
ette première résolution et négative dans le 
as 
ontraire.On obtient par résolution algébrique

(r2 − k2)
(

dh∞

dr

)2

= k2qui n'admet de solutions que si
k2 < R0(< R1)dans 
e 
as on a aussi

dh∞

dr
≥ 0et don


k > 0on peut alors é
rire
dh∞

dr
=

k√
r2 − k2dont la solution est

h∞(r) = k log
(

r +
√

x2 − k2

)

+ k′où k′ est une autre 
onstante. La 
ondition à la limite R0 permet d'é
rire
h∞(r) = k log

(

r +
√
r2 − k2

R0 +
√

R2
0 − k2

)et la 
ondition à la limite R1 fournit le 
al
ul de k sous la forme
H = k log

(

R1 +
√

R2
1 − k2

R0 +
√

R2
0 − k2

)Don
 si la résolution de 
ette équation en k est possible (et si il y a une solution unique) alors on a résolu le problèmeentier.La membrane sera une surfa
e de révolution dont le pro�l sera la fon
tion h∞(r) trouvée.Hélas un 
as d'impossibilité apparait. Il n'est en e�et pas 
ertain du tout que la résolution de l'équation pré
édentesoit possible.Examinons 
ette question. En posant
x = k

H
x1 = R1

H
x0 = R0

Hl'équation devient
x log

x1 +
√

x2
1 − x2

x0 +
√

x2
0 − x2

= 1et il faut trouver une solution telle que
0 < x < x0 < x1d'autre part on sait que dh∞

dr
> 0 et don
 que 
ette fon
tion de x est également 
roissante.On a don


x log
x1 +

√

x2
1 − x2

x0 +
√

x2
0 − x2

≤ x0 log
x1 +

√

x2
1 − x2

0

x035
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et il y aura une solution et elle sera unique si
x0 log

x1 +
√

x2
1 − x2

0

x0
≥ 1Il n'y aura don
 pas de solutions possibles si, R0 et R1 étant �xés, H est trop grand.Que dire alors ?À la limite de la 
ondition

x = x0don

k = R0et

h∞(r) = R0 log

(

r

R0
+

√

(

r

R0

)2

− 1

)et surtout
dh∞

dr
(r) =

R0
√

r2 −R2
0la pente du pro�l de la membrane est in�nie en R0 !On peut alors se dire que la paramétrisation qui supposait que h soit une fon
tion atteint ses limites : dans 
e 
as ilserait préférable d'utiliser plut�t une paramétrisation dont le 
÷ur serait une fon
tion dont l'argument est z et la valeur

r (soit h−1).Le faire présenterait 
ependant l'in
onvénient majeur de faire apparaître une équation di�érentielle qui ne s'intégrepas si fa
ilement que 
elle qu'on vient de traiter et don
 le numérique devrait venir au se
ours de l'analytique.Dans 
e dernier 
as il devient préférable de traiter le problème 
omme 
ela sera proposé au paragraphe suivant.Avant d'y venir, et par
e que 
ela sera utile dans 
e paragraphe, on peut 
ependant s'interroger sur une questionsubsidiaire.Comment 
al
uler la dérivée première de S(h∞) par rapport à R0, R1,H ?On peut évidemement 
al
uler
S(h∞) =

∫ R1

R0

√

1 +
(

dh∞

dr

)2

rdr

=

∫ R1

R0

r

r2 − k2
rdr

=
[

r +
k

2
log

k − r

k + r

]R1

R0

= (R1 −R0) +
k

2
log

(R1 − k)(k +R0)

(R0 − k)(k +R1)(attention la formule n'est pas valable dans le 
as limite) et 
al
uler les dérivées dire
tement.Mais on peut également utiliser les 
al
uls de variation déjà fait 
e qui fait apparaître des variations `horizontales'pour les variations δR0 et δR1 et une variation verti
ale pour δH .Le fait de faire des variations des paramétres du problème entraîne une variation de premier ordre δh∞ et don

S(h∞ + δh∞) = 2π

∫ R1+δR1

R0+δR0

rdr

√

1 +

(

d(h∞ + δh∞)

dr
(r)

)2
ompte tenu de la 
ondition né
essaire permettant le 
al
ul de h∞ et également 
ompte tenu que δh∞(R1) = δH 6= 0, ledéveloppement à l'ordre 1 de 
ette expression 
onduit à
δS/2π = δR1

√

1 +
(

dh∞

dr
(R1)

)2

− δR0

√

1 +
(

dh∞

dr
(R0)

)2

+ δH
R1

dh∞

dr
(R1)

√

1 +
(

dh∞

dr
(R1)

)2d'où on tire les dérivées demandées.6.3.2 Traitement numériqueOn a développé longuement le traitement analytique du problème de lampadaire pour que tous les aspe
ts ensoient 
lairs a�n d'utiliser 
e dernier à des �ns de véri�
ation d'algorithmes numériques.Deux tronçons de 
�ne Si on paramétrise la surfa
e par deux tronçons de 
�nes ; 
ela permet alors de ramener leproblème à l'étude d'une fon
tion à deux variables dont il faut 
her
her le minimum en espérant que l'abs
isse du pointlibre ne devienne pas négative.
Il faut le faire. 36
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N tronçons de 
�nes ? Si maintenant on la paramétrise par un nombre quel
onque N de se
tion de 
�nes ; 
elapermet alors de ramener le problème à l'étude d'une fon
tion à 2N variables dont il faut 
her
her le minimumIl 
onstater 
ette méthode prise brutalement n'a au
une 
han
e de réussir puisque si par exemple trois points su


essifsdes N points sont alignés alors on peut dépla
er le point milieu sans 
hanger la valeur de la surfa
e.
N tronçons de 
�nes : le support est l'ordonnée Aussi on peut dé
ider de �xer les ordonnées de 
es N pointset de 
lasser 
es derniers par ordonnées 
roissantes (équiréparties par exemple), du 
er
le inférieur au 
er
le supérieur.La surfa
e devient alors une fon
tion des abs
isses des N points, soit une fon
tion à N variablesComme monsieur Jourdain qui faisait de la prose sans le savoir, on fait ainsi une approximation du problème dedépart par des éléments �nis monodimensionnels de Lagrange P1.
N tronçons de 
�nes : le support est l'abs
isse Plut�t que de �xer les ordonnées on peut dé
ider de �xer lesabs
isses.

37
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Troisième partieMinimisation en dimension �niede fon
tions deux fois di�érentiablessous 
ontraintes égalité et inégalitéSi une fon
tion F d'argument le ve
teur X élément de l'espa
e eu
lidien EN , di�érentiable 2 fois, est donnée,il s'agit de trouver le ou les X∞ élément(s) d'un sous-ensemble D de EN qui minimise(nt) 
ette fon
tion, 
'està dire :
∀X ′′ ∈ D F (X∞) ≤ F (X ′′)
X∞ ∈ D

(215)Plusieurs possibilités apparaissent :1. D est donné par paramétrisation
D = {X ∈ EN tel que ∃x ∈ EN−P ave
 X = L(x)} (216)où EN−P est un espa
e de dimension inférieures à EN et L est une appli
ation deux fois di�érentiablesde EN−P dans EN qui est 
onnue ;2. D est donné par les équations

D = {X ∈ EN tel que G(X) = 0} (217)où G est une appli
ation deux fois di�érentiable de EN dans EP (EP étant un espa
e de dimension P ) ;3. D est donné par les inéquations
D = {X ∈ EN tel que G(X) ≤ 0} (218)où G est l'appli
ation pré
édente et le signe ≤ appliqué à deux ve
teurs signi�e qu'il agit sur 
ha
une des
omposantes des ve
teurs.4. Il y a en
ore d'autres possibilités ; le pana
hage des trois premières ; le renon
ement à la di�érentiabilitéde G ou L ; . . .mais on les é
arte tout de suite le traitement de 
ette diversité des obje
tifs de 
ette partie dans laquelleseul le simple (et don
 le beau ?) a droit de 
ité.Le premier 
as est favorable, il su�t d'introduire la fon
tion f d'argument x ∈ EN−P telle que

f(x) = F (L(x)) (219)pour ramener le problème (215) à un problème de minimisation sans 
ontrainte qu'on suppose i
i parfaitementdominé.Le se
ond 
as est plus gênant ; sauf s'il se ramène fa
ilement à 
elui de la paramétrisation (216).Le troisième 
as apparaît 
omme en
ore plus gênant et e�e
tivement il né
essite une dis
ussion préalable surla nature géométrique des ensembles dé�nis par (218).Don
 avant de tenir un dis
ours sur la ou les façons générales de résoudre (216) il n'est pas inutile de visiter,si 
e n'est pas déjà fait le paragraphe hypersurfa
e page 9.7 Une seule 
ontrainteLa seule volonté libre peut engager,Et jamais la 
ontrainte.LENOBLE, le Cerf et la Brebis.7.1 La 
ontrainte égalitéIl s'agit de résoudre le problème de trouver X∞ tel que, une fon
tion G soumise aux 
onditions
∃Xtel que G(X) = 0 et de plus si G(X) = 0 alors ∇G(X) 6= 0 (220)étant donnée, on a

G(X∞) = 0
∀X tels que G(X) = 0 : F (X∞) ≤ F (X)

(221)Et, pour éviter de permanentes pré
autions oratoires, on suppose dans 
e paragraphe que les F et G sont su�sammentbien 
hoisis pour qu'il existe une solution unique au problème.Bien sûr, 
e qui va être ra
onté peut être appliqué aux 
as pour lesquels il n'y a pas né
essairement de solutionunique ; il faudra simplement noter qu'on obtiendra des solutions lo
ales.
38
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7.1.1 Le multipli
ateur de LagrangeLes 
onditions données sur G permettent d'introduire une paramétrisation L telle que
∀x ∈ EN−1 : G(L(x)) = 0 (222)et, même si on sait que dans de nombreux 
as il ne sera pas possible de trouver e�e
tivement un expression de L enfon
tion de l'expression G, de 
her
her à résoudre le problème sans 
ontrainte qui 
onsiste à trouver x∞ tel que si

f(x) = F (L(x)) (223)alors
∀x ∈ EN−1 : f(x∞) ≤ f(x) (224)On dispose d'une 
ondition né
essaire qui est que le gradient de f au point x∞ doit être nul et d'une 
onditionsu�sante qui est que la matri
e hessienne de f au point x∞ doit être dé�nie positive.La re
opie de 
es 
onditions, 
ompte tenu de (223) passe par le développement de Taylor de

F (L(x∞ + δλx′)) (225)et don
 tout d'abord de 
elui de (
f. (65))
L(x∞ + δλx′) = L(x∞) + δλ∇L(x∞)x′ +

1

2
δλ2[∇2L(x∞), x′, x′] + &
 (226)où ∇L(x∞) est la matri
e ja
obienne de L au point x (dimensions N×N−1) (
f. (66)) ; [∇2L(x∞), x′, x′] est une notationpour désigner le terme quadratique en x′ issu du développement de Taylor (
f. (67)) ; &
 
ontient tous les termes depuissan
e supérieure à 2 en δλ.Il vient alors

F (L(x∞ + δλx′)) = F (L(x∞))
+ δλ∇F (L(x∞))∇L(x∞)x′

+
1

2
δλ2
(

tx′ t∇L(x∞)∇2F (L(x∞))∇L(x∞)x′ + ∇F (L(x∞))[∇2L(x∞), x′, x′]
)

+ &
 (227)d'où il sort que� si x∞ minimise f (
f. (224)) alors né
essairement
∇F (L(x∞))∇L(x∞) = 0 (228)� dans les 
onditions de (228) il est alors su�sant que

∀x′ ∈ EN−1 : si x′ 6= 0 alors
tx′ t∇L(x∞)∇2F (L(x∞))∇L(x∞)x′ + ∇F (L(x∞))[∇2L(x∞), x′, x′] > 0

(229)Ces 
onditions ne sont pas très intéressantes puisqu'elle font intervenir L et ses dérivées qu'on sait ne pas toujourspouvoir 
onnaître. Aussi il faut maintenant faire disparaître L et ses dérivées.Pour 
ela on dispose de (222) qui peut tout aussi bien s'é
rire
∀x′ ∈ EN−1 ∧ ∀δλ > 0 : G(L(x∞ + δλx′)) = 0 (230)et don
 
onduire (
f. (66)) à

G(L(x∞ + δλx′)) = G(L(x∞))
+ δλ∇G(x∞)∇L(x∞)x′

+
1

2
δλ2
(

tx′ t∇L(x∞)∇2G(L(x∞))∇L(x∞)x′ + ∇G(x∞)[∇2L(x∞), x′, x′]
)

+ &

= 0

(231)qui ne peut être réalisée pour tout δλ positif que si
G(L(x∞)) = 0 (232)puis

∇G(x∞)∇L(x∞) = 0 (233)et en
ore
∀x′ ∈ EN−1 : si x′ 6= 0 alors
tx′ t∇L(x∞)∇2G(L(x∞))∇L(x∞)x′ + ∇G(x∞)[∇2L(x∞), x′, x′] = 0

(234)ainsi d'ailleurs que les 
onditions 
ontenues dans le &
 et qui ne seront pas exploitées i
i.En posant
X∞ = L(x∞) (235)on obtient ave
 (232)
G(X∞) = 0 (236)puis en remarquant que (228) et (233) signi�ent que les ve
teurs de dimension N t∇F (X∞) et t∇G(X∞) sont tous deuxorthogonaux aux N − 1 ve
teurs que 
ompose la matri
e ja
obienne ∇L(x∞) il vient que né
essairement les ve
teurs

t∇F (X∞) et t∇G(X∞) sont alignés, soit
∇F (X∞) = y∞∇G(X∞) (237)39
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où y∞ est le 
oe�
ient de proportionnalité ; il est mis 
omme multipli
ateur de ∇G(X∞), et non pas de ∇F (X∞), par
eque, par hypothèse sur G, ∇G(X∞) 6= 0, alors qu'on n'a pas 
ette assuran
e sur ∇F (X∞).Ensuite, en tenant 
ompte de (235) et (237), les 
onditions (229) et (234) peuvent être soustraites l'une de l'autre,après avoir multiplié (234) par y∞, pour donner
∀x′ ∈ EN−1 : si x′ 6= 0 alors
tx′ t∇L(x∞)(∇2F (X∞) − y∞∇2G(X∞))∇L(x∞)x′ > 0

(238)et les dernières tra
es de L peuvent en�n être e�a
ées dans (238) en la reformulant 
omme
∀X ′ ∈ EN tel que ∇G(x∞)X ′ = 0 : si X ′ 6= 0 alors
tX ′(∇2F (X∞) − y∞∇2G(X∞))X ′ > 0

(239)Cette dernière 
ondition est alors su�sante pour que X∞ soit un argument minimisant de (221).Ainsi une solution lo
ale7 de (220), (221) est obtenue par les 
onditions né
essaires
G(X∞) = 0
∇F (X∞) = y∞∇G(X∞)

(240)et il est su�sant que (∇2F (X∞) − y∞∇2G(X∞)) soit dé�nie positive sur l'orthogonal de t∇G(X∞) pour que X∞ soitun argument minimisant du problème (221).On a raisonné sur une paramétrisation de l'hypersurfa
e dé�nie par (220) ; on a ensuite supprimé toute tra
e de 
etteparamétrisation au prix de l'introdu
tion d'un 
oe�
ient y∞, appelé un multipli
ateur de Lagrange asso
ié à la 
ontrainte(220) ; et on a obtenu les 
onditions pour qu'un point X∞ soit un argument minimisant du problème (221).7.1.2 Le lagrangienLes résultats du paragraphe pré
édent 
onduisent à des équations dont la résolution permet de 
al
uler X∞ et y∞mais 
omme on ne sait pas, en général résoudre les équations on ne dispose pas en
ore de méthode e�e
tive de 
al
ul.Toutefois les éléments pour trouver de telles méthodes sont en pla
e : il y a un multipli
ateur de Lagrange qui doitêtre 
al
ulé en plus de X∞ ; et don
 il ne s'agit pas d'opérer dans EN mais plut�t dans EN ×R.Cela mène à 
her
her à fabriquer une fon
tion dont les arguments sont dans EN ×R et dont on espère qu'elle puissemener, par une opération de minimisation au résultat es
ompté.Cette fon
tion peut être
L(X, y) = F (X) − yG(X) (241)qui est une primitive de la deuxième équation de (240) et elle peut être (elle l'est) appelée le lagrangien du problème(221).L'analyse de 
e lagrangien doit maintenant être faite.GénéralitésSi a

epte la restri
tion par rapport aux résultats obtenus au paragraphe pré
édent que pour toute valeur de y ilexiste des points X∞(y) qui minimisent L(X, y) par rapport à X, alors 
es points satisfont à

∇F (X∞(y)) − y∇G(X∞(y)) = 0 (242)et don
 aussi, en dérivant par rapport à y, à
(∇2F (X∞(y)) − y∇2G(X∞(y)))

dX∞

dy
(y) = t∇G(X∞(y)) (243)Ces points sont bien des arguments minimisant de (241) si

∇2F (X∞(y)) − y∇2G(X∞(y)) (244)est une matri
e dé�nie positive.On peut alors s'intéresser à la fon
tion d'une variable y
L(X∞(y), y) = F (X∞(y)) − yG(X∞(y)) (245)La dérivée par rapport à y de 
ette fon
tion est

d

dy
L(X∞(y), y) = −G(X∞(y)) (246)puisque le terme ∇F (X∞(y)) − y∇G(X∞(y)) qui serait multiplié par dX∞/dy(y) est nul par dé�nition (
f. (242)) 8.La dérivée se
onde est alors

d2

dy2
L(X∞(y), y) = −∇G(X∞(y))

dX∞

dy
(y) (247)et on dispose des éléments permettant d'é
rire de développement de Taylor

L(X∞(y + δy), y + δy) = L(X∞(y), y) − δyG(X∞(y)) − δy2

2
∇G(X∞(y))

dX∞

dy
(y) + &
 (248)7et non pas globale ; pour les mêmes raisons que dans le 
as où il n'y a pas de 
ontraintes.8Cette dérivée est 
elle qu'on aurait obtenue sans prendre en 
ompte la dépendan
e de X(y) par rapport à y : pour bien 
omprendre 
ela ilpeut être utile de 
onsidérer le problème de minimiser f(x, g(x)) par rapport à x où g(x) est l'argument minimisant de f(x, y) par rapport à y(f étant une fon
tion à deux arguments réels et g une fon
tion à un argument réel).40
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Compte tenu de (243), on peut aussi é
rire
L(X∞(y + δy), y + δy) = L(X∞(y), y)

− δyG(X∞(y))

− δy2

2
∇G(X∞(y))(∇2F (X∞(y)) − y∇2G(X∞(y)))−1 t∇G(X∞(y))

+ &
 (249)et 
onstater que puisque la matri
e (244) a été supposée dé�nie positive pour que X∞(y) existe alors son inverse est aussidé�nie positive et don
 une valeur parti
ulière y∞ qui satisfaisait à
G(X(y∞)) = 0 (250)serait un argument maximisant (et pas minimisant, voir les signes de (249)) de L(X∞(y), y).Comme (250) et (242) sont des 
onditions identiques à (240), que de plus on suppose la dé�nie positivité de (244) (
equi, dans la su�san
e, est une 
ondition plus forte que 
elle qui était demandée pour que X∞ = X∞(y∞) et y∞ soientles arguments minimisants de (221)), il est ainsi possible de trouver des méthodes de 
al
ul à partir de 
es remarques.Ces méthodes de 
al
ul sont appelée méthodes lagrangiennes et aussi méthodes `max/min' par
e qu'elles s'é
rivent

L(X∞, y∞) = max
y

min
X

L(X,Y ) (251)Leur intérêt pratique par rapport à une simple tentative de résolution des équations non linéaires
∇F (X∞) = y∞∇G(X∞)
G(X∞) = 0

(252)est qu'elles sont e�
a
es� quand 
ette résolution dire
te est possible ;� et même quand elle ne l'est plus.Mais voyons maintenant le détail des opérations à faire.Méthode lagrangienne génériqueUn telle méthode pro
ède en deux temps : on devine un y0 d'où on déduit un X∞(y0) par un pro
édé de minimisationpar rapport à X, y = y0 étant �xé ; on trouve un nouveau y1 à partir d'un pro
édé de maximisation par rapport à y,
X = X∞(y0) étant �xé.Il faut 
ependant dé
ider des méthodes ave
 lesquelles seront faites 
es maxi/mini-misations élémentaires et la diversitéde 
hoix de 
es méthodes explique le pluriel de �méthodes lagrangiennes�.Par exemple, si on aime utiliser la méthode de Newton, on peut agir 
omme suit :1. on 
onsidère le lagrangien (241)

L(X, y) = F (X) − yG(X) (253)2. on devine des valeurs initiales y0 de y et X0 de X3. on minimise (253) par rapport à X, au voisinage de X0 en maintenant y �xé à y0, ave
 la méthode de Newton, soit
her
her X1 solution de
(∇2F (X0) − y0∇2G(X0))(X1 −X0) = − t∇F (X0) + y0

t∇G(X0) (254)le point X1 n'est pas en
ore le minimumX∞(y0) demandé, et 
ette étape peut être éventuellement réitérée plusieursfois, mais pour ne pas 
ompliquer les notations 
ette 
ompli
ation ne va pas être introduite i
i et on fera 
omme si
X1 = X∞(y0).4. on 
al
ule ensuite la variation de δyẊ1 de X1 pour une variation δy de y0, pour 
ela on peut utiliser (243)

(∇2F (X1) − y0∇2G(X1))Ẋ1 = t∇G(X1) (255)5. on utilise en�n la méthode de Newton pour 
al
uler la valeur y1 su

édant à y0 sur la fon
tion (245), soit en utilisant(248)
(y1 − y0)∇G(X1)Ẋ1 +G(X1) = 0 (256)mais là on ne peut pas légitimement réitérer plusieurs fois l'algorithme de Newton, sauf à 
al
uler les termes d'ordresupérieurs à 2 dans le développement (248).6. ainsi on dispose du nouveau point X1 et de y1 ave
 lesquels le pro
essus peut être réitéré.Pour donner un nom propre à l'une des méthodes de lagrangien, on peut aussi utiliser la méthode d'Uzawa9 pourlaquelle :1. on 
onsidère le lagrangien (241)

L(X, y) = F (X) − yG(X) (257)2. on devine des valeurs initiales y0 de y et X0 de X3. on minimise (257) par rapport à X, au voisinage de X0 en maintenant y �xé à y0, ave
 une méthode quel
onquepoussée jusqu'au bout de manière à obtenir une bonne estimation de X∞(y0)9Attention pour 
e nom : l'algorithme d'Uzawa de [Cia82, p. 226℄ et 
elle de [Cul94, p. 130℄ ne semblent pas 
oïn
ider. Il faudrait trouver lasour
e dire
te pour en avoir le 
÷ur net ; 
e sera fait dans une version ultérieure du texte.41
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4. on 
al
ule alors y1 par une méthode de remontée (pour ne pas dire des
ente puisqu'il faut maximiser et non pasminimiser) à pas �xe, soit
y1 = y0 + ρG(X1) (258)où ρ est un 
oe�
ient positif (le pas �xe).5. ainsi on dispose du nouveau point X1 et de y1 ave
 lesquels le pro
essus peut être réitéré.Cette dernière méthode a l'avantage de ne pas né
essiter l'étape 4 de la première méthode proposée. Mais surtoutles deux méthodes, ainsi d'ailleurs que toutes les autres qui s'inspirent des 
onsidérations faites dans le paragraphe`généralité', ont le désavantage de faire l'hypothèse que (244) est dé�nie positive, 
e qui peut ne pas être le 
as.Un Exemple :Voyons maintenant le résultat de 
e type d'algorithme sur un exemple simple. Si

X =

(

u
v

)

F (X) =
1

2
(u2 + v2) G(X) = u+ v − 1 (259)l'étape 1 revient à 
onsidérer la fon
tion

L(X, y) =
1

2
(u2 + v2) − y(u+ v − 1) (260)l'étape 2 à 
hoisir u0, v0 et y0 ; l'étape 3 à minimiser (260) par rapport à u et v en maintenant y = y0 par la méthode deNewton, 
e qui 
onduit à

(

u1

v1

)

=

(

y
y

) (261)l'étape 4 
onduit à
(

u̇1

v̇1

)

=

(

1
1

) (262)et en�n l'étape 5 à
y1 =

1

2
(263)Si on re
ommen
e ave
 
es nouvelles valeurs en indiçant 1 
e qui était indi
é 0 et 2 
e qui était indi
é 1, l'étape 3 donne

(

u2

v2

)

=
1

2

(

1
1

) (264)l'étape 4 (262) où les indi
es 2 sont substitués à 1 et �nalement l'étape 5 à
y2 =

1

2
(265)de laquelle on déduit que le pro
essus a 
onvergé et on peut véri�er que les 
onditions (240) sont véri�ées pour les valeurstrouvées.La méthode d'Uzawa sur 
e même exemple serait plus lente si le pas ρ était mal 
hoisi, 
'est l'in
onvénient intrinsèqueaux méthodes de des
ente signalé dans `minimisation des fon
tions deux fois di�érentiables'.Un autre exemple :Il ne faudrait 
ependant pas déduire de 
et exemple que les 
hoses sont toujours aussi fa
iles : par exemple si on
hoisit pour l'expression de G `uv − 1' plut�t que `u + v − 1', on est dire
tement 
onduit à un des in
onvénients de laméthode par
e qu'alors (244) ne sera pas né
essairement dé�nie positive.On trouvera en e�et que le hessien de

L(X, y) =
1

2
(u2 + v2) − y(uv − 1) (266)est

(

1 −y
−y 1

) (267)et don
 que la méthode ne peut fon
tionner que si
|y| < 1 (268)Il faudra ainsi deviner au départ un y0 satisfaisant à (268) ; 
e qui peut introduire le paragraphe suivant.7.1.3 La pénalisationD'autorité, les méthodes suggérées par l'introdu
tion du lagrangien ont l'in
onvénient qu'elles supposent que le pointde départ des algorithmes 
orrespondants ne soit pas situé trop loin de l'argument minimisant 
her
hé.Comme il est 
ertain qu'en général on n'a au
une idée de l'endroit où se situe 
e point, il faut 
ompléter les méthodesde lagrangien par une méthode 
apable de trouver des points de départ pour 
es méthodes.On peut pour 
ela utiliser la méthode de pénalisation dont la première étape est de fabriquer une fon
tion

F (X) +
1

ǫ
U(G(X)) (269)42
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où U est une fon
tion à argument réel, à valeurs toujours positive, dont la borne inférieure, 0, est atteinte seulementquand son argument est nul ; et où ǫ est un paramètre positif destiné à devenir très petit.Si on appelle X∞(ǫ) la solution du problème de minimisation appliqué à (269), il semble 
ertain que le point X∞
her
hé est
X∞ = lim

ǫ−→0
X∞(ǫ) (270)En e�et si 
e n'était pas le 
as alors on n'aurait pas G(X∞) = 0, et don
 la fon
tion (269) prendrait une valeur in�nie,
e qui est di�
ilement 
ompatible ave
 sa vo
ation à être un minimum.On ne peut pas pratiquement positionner ǫ à 0 mais on peut le prendre très petit. Aussi le point X∞(ǫ) est peut-êtreun bon 
andidat 
omme point initial d'une méthode de lagrangien.Il est même possible d'utiliser l'extrapolation de Ri
hardson pour améliorer le 
al
ul de la limite.On rappelle en e�et que si X∞(ǫ) est di�érentiable par rapport à ǫ alors

X∞(ǫ) = X∞(0) + ǫẊ∞(0) +
ǫ2

2
Ẍ∞(0) +&
 (271)mais aussi

X∞(kǫ) = X∞(0) + kǫẊ∞(0) + k2 ǫ
2

2
Ẍ∞(0) + &
 (272)d'où en soustrayant (272) de (271) préalablement multiplié par k

X∞(kǫ) − kX∞(ǫ) = (1 − k)X∞(0) − k(1 − k)
ǫ2

2
Ẍ∞(0) + &
 (273)d'où on déduit que

X∞(kǫ) − kX∞(ǫ)

1 − k
(274)appro
he X∞(0) à un ordre 2 en ǫ près.Cependant si on peut ainsi obtenir une bonne estimation en X du point de départ, il est également indispensabled'avoir une bonne estimation en y.Cela peut également être fait, au 
as par 
as en pré
isant le 
hoix de la fon
tion U . Si

U(u) = u2 (275)il est fa
ile de rappro
her (269) de (241) et de se demander si une bonne estimation de y ne serait pas
−G(X∞(ǫ))

ǫ
(276)C'est e�e
tivement presque le 
as. Pour le voir il su�t d'é
rire la 
ondition né
essaire pour que X∞(ǫ) soit unminimum,

∇F (X∞(ǫ)) + 2
G(X∞(ǫ))

ǫ
∇G(X∞(ǫ)) = 0 (277)et de 
omparer 
ette 
ondition (277) à la 
ondition né
essaire (240) pour trouver que

y∞ = lim
ǫ−→0

−2
G(X∞(ǫ))

ǫ
(278)et don
 que

−2
G(X∞(ǫ))

ǫ
(279)et non pas (276) peut servir d'estimation à y. Et on peut même utiliser l'extrapolation de Ri
hardson pour préférer

−2
G(X∞(kǫ)) − kG(X∞(ǫ))

k(1 − k)ǫ
(280)Ainsi ave
 la pénalisation on dispose d'un outil rustique qui permet de palier les in
onvénients des déli
ates méthodesde lagrangien : et l'alternan
e de 
es deux méthodes permet d'obtenir des résultats qu'au
une d'entre elles n'eût obtenuseule1011.10On notera que 
ette remarque est identique à 
elle qui a été fait dans `Minimisation de fon
tion deux fois di�érentiables' à propos de laméthode de la plus grande des
ente et de la méthode de Newton : la rustique méthode de la plus grande des
ente permet de palier les in
onvénientsde la déli
ate méthode de Newton.Le fait de ren
ontrer 
ette fois en
ore 
e type de résultat porterait à inférer que l'a

omplissement d'une 
hose doit être réalisé non pas defaçon unique mais ave
 deux te
hniques di�érentes : l'une peu pré
ise mais robuste, l'autre pré
ise mais peu robuste.Les exemples de la vie 
ivile ne manquent d'ailleurs pas pour illustrer 
ette dernière remarque. . .11En langage un peu te
hno
ratique, 
'est la synergie : synergie n. f. 1778 ; gr. sunergia �
oopération� Dida
t. 1- A
tion 
oordonnée de plusieursorganes, asso
iation de plusieurs fa
teurs qui 
on
ourent à une a
tion, à un e�et unique. . . .Di
tionnaire Le petit Robert.

43
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Un exemple :En reprenant l'exemple de la minimisation de 1
2
(u2 + v2) sous la 
ontrainte uv = 1, on fabrique alors

Fǫ(u, v) =
1

2
(u2 + v2) +

1

ǫ
(uv − 1)2 (281)la résolution dire
te (mais bien sûr en général on est obligé d'utiliser une méthode numérique pour trouver le minimumde Fǫ) de

∇Fǫ = 0 soit 


u+
2v

ǫ
(uv − 1) = 0

v +
2u

ǫ
(uv − 1) = 0

(282)pro
ure les solutions possibles
(u∞, v∞) = {(0, 0),±

√

1 − ǫ

2
(1, 1)} (283)Le hessien de Fǫ est





1 + 2
v2

ǫ
2
2uv − 1

ǫ

2
2uv − 1

ǫ
1 + 2

u2

ǫ



 (284)Comme la tra
e est positive (ǫ est positif), le déterminant doit être positif pour que 
ette matri
e 2 × 2 soit dé�niepositive ; 
e déterminant est
−12u2v2 + 16uv − 4 + ǫ2 + 2ǫ(u2 + v2)

ǫ2
(285)Au point (0, 0) 
e déterminant vaut don
 1 − 4/ǫ2 et il est négatif si ǫ est petit : 
e point n'est pas un argumentminimisant de Fǫ ;Aux points √1 − ǫ

2
(1, 1) et −

√

1 − ǫ
2
(1, 1) 
e déterminant vaut 8/ǫ − 4 ; il est positif pour ǫ su�samment petit etdon
 on ne retient 
omme solutions que

(u∞, v∞) = ±
√

1 − ǫ

2
(1, 1) (286)On peut véri�er que la limite ǫ = 0 donne bien les solutions du problème de départ ; mais 
e n'est pas le propos i
i.Plut�t puisque √1 − ǫ

2
(1, 1), par exemple, est 
andidat à être un point de départ pour une méthode lagrangienne,on peut 
her
her une valeur de départ pour le multipli
ateur de Lagrange ave
 (276). C'est 1/2 qui est bien inférieur à1, 
omme demandé pour que le hessien de (266) soit dé�ni positif.Si on veut, dans 
et exemple, améliorer le 
al
ul du point de départ par l'extrapolation de Ri
hardson on obtient que

(u∞, v∞) = ±
√

1 − kǫ
2
− k
√

1 − ǫ
2

1 − k
(1, 1) (287)(qui est bien en ǫ2) et au
une amélioration sur le multipli
ateur de Lagrange puisqu'il vaut la valeur 
onstante 1/2 quiest d'ailleurs la valeur exa
te.7.2 La 
ontrainte inégalitéIl s'agit de résoudre le problème de trouver X∞ tel que, une fon
tion G, soumises aux 
onditions

∃Xtel que G(X) = 0 et de plus si G(X) = 0 alors ∇G(X) 6= 0 (288)étant donnée, on a
G(X∞) ≤ 0
∀X tels que G(X) ≤ 0 : f(X∞) ≤ f(X)

(289)Et, pour éviter de permanentes pré
autions oratoires, on suppose dans 
e paragraphe que les F et G sont tels qu'ilexiste une solution unique au problème.7.2.1 ProblématiqueIl y a deux 
as possibles :1. le problème sans 
ontrainte d'inégalité admet une solution et 
ette solution X∞ satisfait à G(X∞) ≤ 0 ; il est alorsinutile de résoudre le problème ave
 
ontrainte d'inégalité ;2. le problème sans 
ontrainte n'admet pas de solution ou il en admet une mais 
elle-
i, X∞, ne satisfait pas à
G(X∞) ≤ 0 ; le problème ave
 
ontrainte d'inégalité devient alors très pro
he du problème de 
ontrainte égalité(221).Le premier 
as ne demande pas de développement supplémentaires, le se
ond peut être traité.En ne s'intéressant d'abord qu'au premier ordre on suppose avoir trouvé X∞ et y∞ tels que

G(X∞) = 0
∇F (X∞) = y∞∇G(X∞)

(290)Trois 
as sont possibles :
44
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1. Si
y∞ > 0 (291)alors 
ompte tenu qu'un dépla
ement δX, à partir de X∞ dans la dire
tion et le sens de ∇G(X∞)pour δλ > 0 : δX = δλ t∇G(X∞) (292)
onduit à augmenter G et don
 que

G(X∞ + δλX) = δλ∇G(X∞) t∇G(X∞) > 0 (293)pour δλ su�samment petit, on voit qu'il est possible de diminuer F en se déplaçant dans 
ette même dire
tion etdans le sens opposé.Le point trouvé ne peut pas 
orrespondre au minimum 
her
hé ; il 
orrespond peut-être à un maximum.2. Si
y∞ < 0 (294)au 
ontraire, et pour les mêmes raisons, le point X∞ 
orrespond au minimum 
her
hé.3. Si
y∞ = 0 (295)alors 
'est que le problème de re
her
he de minimum sous 
ontrainte (égalité 
omme inégalité) n'avait à être traitéque 
omme un problème de re
her
he de minimum sans 
ontrainte du tout.On voit don
 
omme le 
as de la 
ontrainte inégalité est �nalement plus simple que 
elui de l'égalité ; il ne supposepas de développement au se
ond ordre pour 
on
lure.Toutefois il 
onduit à une situation nouvelle pour lesquelles il s'agit de disposer d'algorithmes 
apables de séparer lesdi�érents 
as et de traiter 
ha
un d'une façon appropriée.Un exemple :Ces 
as peuvent être illustrés par le simple problème de minimiser

X = (u) ; F (X) = u2/2 ; G(X) = (u− a)(u− b)/2 ave
 a < b (296)Le 
as pour lequel la 
ontrainte d'inégalité est super�ue 
orrespond à
a < 0 < b (297)Si
0 < a < b (298)la solution de (289) est
u∞ = a (299)et on a

y∞ =
−2a

b− a
< 0 (300)Si on avait 
ru que la solution étaient

u∞ = a (301)on aurait alors trouvé
y∞ =

2b

b− a
> 0 (302)et on aurait 
ompris que b ne pouvait pas être solution.Si maintenant

a = 0 < b (303)on obtient
u∞ = 0 et y∞ = 0 (304)
e qui 
orrespond au troisième 
as indiqué.7.2.2 La pénalisationDans le 
as des inégalités, il n'est pas impossible que la solution 
her
hée à (289) ne né
essite pas de prendre en
ompte l'inégalité par
e que 
elle-
i est avérée pour 
ette solution.Aussi il est né
essaire de modi�er la méthode de pénalisation introduite dans le 
as de la 
ontrainte égalité pour tenir
ompte de 
e fait.Si on introduit la fon
tion de pénalisation
F (X) + U(G(X)) (305)où

U(u) =
1

ǫ

{

0 si u ≤ 0
U+(u) > 0 sinon (306)et qu'on 
her
he le minimum de (305) alors on utilise une méthode pénalisation extérieure ; le mot `extérieur' indiquantque U a vo
ation à devenir in�nie quand ǫ tend vers 0 seulement à l'extérieur du domaine de EN dans lequel on veut quesoit le minimum 
her
hé ; et don
 
ette pénalisation sera neutre (ne jouera au
un r�le) s'il était de la nature du problèmeque 
e minimum y fût. 45
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Si on introduit la fon
tion de pénalisation
U(u) =

{

U−(u) ≈ 0 si u < 0
+∞ si u = 0
U+(u) ≈ +∞ sinon (307)où U+(u) prend des valeurs pro
hes de 0 quand u < 0 et où U+ n'a pas né
essairement à être dé�ni. Si on 
her
he leminimum de (305) en prenant garde que le point initial soit tel que G(X0) < 0 alors les points explorés lors du pro
essusde re
her
he resteront toujours dans 
e domaine puisque s'ils appro
haient de la frontière G(X) = 0 ils en seraient rejetépar le fait que U y est in�nie. Cette pénalisation porte le nom de pénalisation intérieure.Les 
hoix possibles de fon
tions de pénalisation intérieur dépendent fortement du problème traité, par 
ontre pour lapénalisation intérieur on peut prendre
U(u) =

1

ǫ
W (u) (308)où W est la fon
tion de Whitney dé�nie par (43). On a alors une fon
tion de pénalisation indé�niment di�érentiable.Plus simplement la fon
tion (306) pour laquelle

U+(u) = u2 (309)n'est que deux fois di�érentiable mais 
ela su�t largement.Un exemple :Si on veut minimiser 1/2(u2 + v2) sous la 
ontrainte (1 − uv) ≤ 0 on peut introduire
Fǫ(u, v) =

1

2
(u2 + v2) +

1

ǫ
W2(1 − uv) (310)où W2 est une version a�aiblie (di�érentiable seulement jusqu'à l'ordre 2) de la fon
tion de Whitney

W2(t) =

{

t2 si t > 0
0 sinon (311)Si on prend un point initial (u0, v0) tel que u0v0 > 1 la fon
tion Fǫ devient 1/2(u2 + v2) et ave
 la méthode deNewton on trouve un point (u1, v1) en (0, 0) ; ensuite le problème devient l'analogue du problème dé
rit en exempledans le paragraphe sur la méthode de pénalisation sous 
ontrainte d'égalité à laquelle il faut se reporter pour 
on
lure
et exemple (puisque le point trouvé sans 
ontrainte n'est pas admissible pour la 
ontrainte 
'est qu'il fallait prendre la
ontrainte 
omme un 
ontrainte d'égalité).On ajoutera 
ependant que 
omme �nalement le multipli
ateur de Lagrange trouvé est négatif (
'est -1/2) le pointtrouvé est bien un argument minimisant du problème.7.2.3 Proposition d'algorithmeAve
 les paragraphes pré
édents on dispose de la base né
essaire pour 
onstruire des algorithmes e�e
tifs de 
al
ul.Par exemple on peut :1. 
her
her un point X0 par la méthode de pénalisation intérieur2. dans le 
as où 
e point satisfaisait la 
ondition G(X0) ≤ 0 alors le point X∞ serait trouvé si la matri
e ∇2F (X0)est dé�nie positive.3. sinon 
'est que le point 
her
hé est tel que G(X∞ = 0 auquel 
as il su�t de résoudre le problème ave
 
ontrainted'égalité 
orrespondant ; et ave
 une méthode de lagrangien puisque on doit être assez pro
he de X∞ pour que l'unede 
es méthodes soit e�
a
e.7.3 Exer
i
esPour ré
ompenser l'éventuel le
teur d'avoir bien voulu arriver à 
e point de l'exposé, on propose maintenant de ledétendre par l'exposé de quelques problèmes de minimisation sous 
ontrainte historiques et/ou d'usage pratiques.7.3.1 Le problème de KeplerL'histoire est rapporté par Alekseev [ATF87, p. 6℄En 1615, Kepler publia son livre �Nouvelle stéréométrie des tonneaux de vin.�Kepler 
ommen
e son livre parles mots suivants : �L'année où je me suis marié, les vendanges donnèrent une bonne ré
olte et le vin étaitbon mar
hé ; étant un bon maître de maison, il me fallait faire des réserves de vin. J'en a
hetais plusieurstonneaux. Après un 
ertain temps, le 
ommerçant qui me les vendit vint pour mesurer la 
apa
ité des tonneauxet, sans au
une forme de 
al
ul, nommait immédiatement le 
ontenu en vin de 
e tonneau.�Kepler fut très surpris. Il lui semblait étrange qu'il fût possible d'e�e
tuer, grâ
e à une seule mesure, le 
al
ulde tonneaux de 
apa
ité di�érentes.. . .E�e
tivement : si un tonneau est assimilé à un tronçon de 
ylindre à se
tion 
ir
ulaire de hauteur h et de rayon r, ilsemblerait qu'il faut deux mesures : l'une pour h, l'autre pour r a�n de trouver que le volume est πr2h. Le mar
handn'en fait qu'une : en gros il plonge une règle en diagonale dans le tonneaux et don
 ne peut déduire que √

h2 + 4r2.Alors 
omment peut-il déduire 
ette valeur πr2h ? 46
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La réponse est la suivante : les tonneaux représentent un 
ertain investissement ; si on néglige le 
oût de main d'÷uvrede leur fabri
ation il reste la matière ave
 laquelle ils sont fabriqués dont le 
oût est proportionnel à la surfa
e du tonneausoit 2πr2 + 2πrh en 
omptant les 
ouver
les ; d'autre part la fon
tion d'un tonneau est de 
ontenir et don
 son e�
a
itéest proportionnelle au volume du tonneau soit πr2h.Si on ajoute à 
es données que l'art de fabriquer des tonneaux est pluri-sé
ulaire, même à l'époque de Kepler ; on
omprend alors que tous les fabriquants de tonneaux qui ne fournissaient pas des tonneaux d'e�
a
ité maximum à 
oûtdonné ont été éliminés par leurs 
on
urrents12.Don
 tous les tonneaux fabriqués à l'époque de Kepler étaient optimum au sens pré
édent ; 
'est à dire que r et hétaient les arguments maximisant πr2h sous la 
ontrainte 2πr2 + 2πrh = s0 ; et la solution de 
e problème, laissée enexer
i
e, 
onduit à une relation entre r et h.Le reste se déduit fa
ilement : ave
 une mesure le mar
hand trouvait l'autre relation né
essaire pour déterminer r et
h puis en déduisait le volume πr2h13.Kepler passa une dizaine d'année à déduire 
ela.Et il déduisit d'ailleurs quelque 
hose de plus : au voisinage d'un optimum la valeur de la fon
tion optimisée varietrès peu (le gradient de la forme paramétrisée du problème est nul) ; don
 les é
arts par rapport à 
et optimum peuventêtre 
omptés pour rien.7.3.2 Le problème de DidonC'est un autre problème 
élèbre, ra
onté aussi par Alekseev, mais dont il est possible de trouver la sour
e dire
te :. . .His 
ommota fugam Dido so
iosque parabat :
onveniunt, quibus aut odium 
rudele tyranniaut metus a
er erat ; navis, quae forte paratae,
orripiunt, onerantque auro : portantur avariPygmalionis opes pelago ; dux femina fa
ti.Devenere lo
os, ubi nun
 ingentia 
ernismoenia surgentemque novae Karthaginis ar
em,mer
atique solum, fa
ti de nomine Byrsam,taurino quantum possent 
ir
umdare tergo.. . .http ://www.promo.net/pg (
her
her `Vergil' ou `Aeneid')On peut trouver une version Française : Virgile, �L'énéide�, Garnier-Flammarion, 1965 (première édition 19av. J.C.), p. 40.La question est alors14 sur 
e : sa
hant que le roi Iarbas veut bien donner à Didon et à ses 
ompagnons un territoireque peut embrasser la peau d'un taureau ; que Didon se dit qu'elle peut dé
ouper la peau du taureau en une �ne lanièrequi servira à délimiter 
e territoire ; 
omment pourra-t-elle pro
éder pour disposer du plus grand territoire possible etfonder ainsi Carthage (Byrsa) ?C'est le problème isopérimétrique dont la solution est un 
er
le si il n'y a pas de 
ontraintes supplémentaires.Si maintenant on donne une 
ontrainte que le territoire doit posséder un a

ès à la mer ; que la 
�te à une formedéterminée ; et qu'au lieu de 
her
her une 
ourbe di�érentiable on 
her
he au 
ontraire une 
ourbe polygonale ; alors leproblème peut devenir plus 
ompliqué.Par exemple la terre est plate et on y repère la position par des 
oordonnées 
artésiennes (x, y) ; la mer o

upe ledomaine y < 0 ∧ y−x < 0 ; la 
ourbe polygonale 
omporte deux tronçons 
ontigus ; le premier tronçon part du point
(1, 0) et arrive au point X,Y qui est le point de départ du se
ond tronçon, lequel arrive au point (−t2,−t2) ; 
ommenttrouver (X,Y, t) pour que la somme des longueurs des tronçons √(X − 1)1 + Y 2 +

√

(X + t2)2 + (Y + t2) = L, unelongueur �xée et que la surfa
e délimitée par les deux tronçons 
omplétés par 
es deux autres qui 
onstituent la 
�te soitmaximale ?7.3.3 CapillaritéLa physique utilisée est due à Lapla
e, mais 
'est Thomson (Lord Kelvin) qui a l'appliquée au phénomène de
apilarité dans les arbres si on 
roit Maxwell [?, pp. 359�375℄.Noter que la le
ture du traité de la 
haleur de Maxwell (le même que 
elui des équations de Maxwell) est trèsintéressante : notamment pour les pages 
itées on y apprend 
omment éliminer une ta
he de graisse sur undrap, et aussi on a une interprétation d'un passage obs
ur des Proverbes sur la for
e du vin. . .Un vase en verre axisymétrique (en traits noirs épais) est rempli d'un liquide (zone ha
hurée). On pla
e dans 
e vaseun tube axisymétrique en verre (en traits gris épais) de manière que les axes de 
es deux objets 
oïn
ident.
12Ce pourrait être l'o

asion d'introduire des méthodes d'optimisation autres que les méthodes déterministes dont on s'o

upe i
i : les méthodesgénétiques. Mais 
e ne sera pas fait13Évidemment, le mar
hand utilisait une règle graduée empiriquement.14Inutile de 
her
her la question dans l'énéide, le seul passage 
onsa
ré au problème de Didon est 
elui-
i ; et Virgile passe beau
oup plus detemps à dé
rire des s
ènes de 
on�its qu'à analyser 
e problème.Au 
ontraire des Gre
s, les Romains n'ont jamais eu le sens des valeurs.47
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On observe que le niveaux du liquide dans le tube n'est pas le même qu'à l'extérieur.C'est dû au phénomène de 
apillarité.On introduit les valeurs des trois surfa
es et les trois tensions super�
ielles
Slv σlv entre le liquide et le verre
Sva σva entre le verre et l'air (à extérieur au liquide)
Sal σal entre l'air et le liquidetelles que les énergies de surfa
e soient

Es = σlvSlv + σvaSva + σalSalPuis on introduit la masse volumique ρ du liquide (
elle de l'air est négligée) à partir de laquelle on peut trouverl'énergie potentielle EpSa
hant de plus que le volume du liquide doit rester 
onstant, il faut 
al
uler la position des deux niveaux en fon
tionde σlv, σva, σal, ρ, le rayon intérieur du vase, les rayons intérieurs et extérieur du tube et le volume de liquide.8 Plusieurs 
ontraintesLa situation du paragraphe pré
édent était idéale : une seule hypersurfa
e était introduite ; on supposait qu'elle n'étaitpas réduite à l'ensemble vide ; et bien qu'on ne l'ait pas signalé il ne s'agissait que de trouver un système de 
oordonnées
urvilignes adapté pour analyser les problèmes de 
ontraintes.Le 
as de plusieurs 
ontraintes amène une 
ertaine 
omplexité liée à la diversité des situations possibles :� les 
ontraintes peuvent être hétérogènes (égalités et inégalité à la fois) ;� deux 
ontraintes peuvent impossible a réaliser simultanément) ;� deux 
ontraintes peuvent se réduire à une seule (par exemple v2 − u = 0 u ≤ 0 s'il s'agit de minimiser u2 + v2 +w2sous 
es 
ontraintes).Il ne semble pas exister de taxonomie satisfaisante a
tuellement pour gérer 
ette 
omplexité.Aussi va-t-on pro
éder de façon empirique : 
'est à dire suivre une stratégie 
onsistant à ignorer a priori les problèmesqui peuvent se poser jusqu'à 
e qu'ils se posent e�e
tivement.8.1 Plusieurs 
ontraintes égalitéDans le 
as de plusieurs 
ontraintes égalité la forme de l'expression du problème (221)
G(X∞) = 0
∀X tels que G(X) = 0 : f(X∞) ≤ f(X)

(312)n'a pas à être modi�ée ; il su�t d'ajouter que G est une fon
tion de EN dans EP si il y a P égalités, soit
G(X) =







G1(X)...
GP (X)






(313)où les Gp sont des fon
tions à valeur dans R.Par 
ontre la 
ondition (220) sur G doit être remaniée. On ne s'intéresse en
ore qu'aux hypersurfa
es, aussi on veutque

∀p = 1 . . . :∃Xtel que Gp(X) = 0 et de plus si Gp(x) = 0 alors ∇Gp(X) 6= 0 (314)qui peut s'é
rire 
omme (220)
∃Xtel que G(X) = 0 et de plus si G(X) = 0 alors ∇G(X) 6= 0 (315)où ∇G(X) est la matri
e dont les lignes sont formées des 
omposantes des gradients des Gp(X) et le signe = s'appliqueaux lignes entières et non pas à 
ha
une des 
omposantes de la matri
e.Moyennant 
es modi�
ations l'intégralité du paragraphe `La 
ontrainte égalité' peut être ré-é
rite ave
 de légèresmodi�
ations.8.1.1 Les multipli
ateurs de LagrangeLes 
onditions données sur G permettent d'introduire une paramétrisation L telle que

∀x ∈ EN−P : G(L(x)) = 0 (316)et, même si on sait que dans de nombreux 
as il ne sera pas possible de trouver e�e
tivement un expression de L enfon
tion de l'expression G, de 
her
her à résoudre le problème sans 
ontrainte de trouver x∞ tel que si
f(x) = F (L(x)) (317)alors

∀x ∈ EN−P : f(x∞) ≤ f(x) (318)On dispose d'une 
ondition né
essaire qui est que le gradient de g au point x∞ doit être nul et d'une 
onditionsu�sante qui est que la matri
e hessienne de g au au point x∞ doit être dé�nie positive.La re
opie de 
es 
onditions, 
ompte tenu de (317) passe par le développement de Taylor de
F (L(x+ δλx′)) (319)48
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et don
 tout d'abord de 
elui de
L(x+ δλx′) = L(x) + δλ∇L(x)x′ +

1

2
δλ2[∇2L(x), x′, x′] + &
 (320)où∇L(x) est la matri
e ja
obienne de L au point x (dimensions N×N−1) ; [∇2L(x), x′, x′] est une notation pour désignerle terme quadratique en x′ issue du développement de Taylor ; &
 
ontient tous les termes de puissan
e supérieure à 2en δλ.Il vient alors

F (L(x+ δλx′)) = F (L(x))
+ δλ∇F (L(x))∇L(x)x′

+
1

2
δλ2
(

tx′ t∇L(x)∇2F (L(x))∇L(x)x′ + ∇F (L(x))[∇2L(x), x′, x′]
)

+ &
 (321)d'où on tire que� si x∞ minimise f ((318)) alors né
essairement
∇F (L(x∞))∇L(x∞) = 0 (322)� dans les 
onditions de (322) il est alors su�sant que

∀x′ ∈ EN−1 : si x′ 6= 0 alors
tx′ t∇L(x∞)∇2F (L(x∞))∇L(x∞)x′ + ∇F (L(x∞))[∇2L(x∞), x′, x′] > 0

(323)Ces 
onditions ne sont pas très intéressantes puisqu'elle font intervenir L et ses dérivées qu'on sait ne pas pouvoir
onnaître toujours. Aussi il faut maintenant faire disparaître L et ses dérivées.Pour 
ela on dispose de (88) soit
G(L(x+ δλx′)) = G(L(x))

+ δλ∇G(L(x))∇L(x)x′

+
1

2
δλ2
(

[∇2G(L(x)),∇L(x)x′,∇L(x)x′] + ∇G(L(x))[∇2L(x), x′, x′]
)

+ &

= 0

(324)de laquelle on déduit d'abord que né
essairement (
f. (89))
∇G(L(x∞))∇L(x∞) = 0 (325)qui, rappelons le, traduit l'orthogonalité de 
ha
un des N−P ve
teurs 
olonnes ∂pL(x∞) (de dimensions N) ave
 
ha
undes P ve
teurs lignes ∇Gp(L(x∞)) (de dimensions N).Le rappro
hement de (322) et (325) met en éviden
e que le ve
teur de dimension N t∇F (L(x∞)) et les P ve
teurs dedimension N t∇G(L(x∞)) sont orthogonaux aux N − P ve
teurs que 
ompose la matri
e ja
obienne ∇L(x∞) ; il existedon
 un ve
teur y∞

y =







y1
∞...
yP
∞






(326)de dimension P tel que

t∇F (L(x)) = t∇G(L(x))y∞

(

=

P
∑

p=1

yp
∞

t∇Gp(L(x))

) (327)Soit en posant
X∞ = L(x∞) (328)on obtient ave
 (324)
G(X∞) = 0 (329)puis

t∇F (X∞) = t∇Gp(X∞)y∞ (330)Il y a 
ependant quelque 
hose à ajouter. Si les P ve
teurs de dimension N ∇Gp(X∞) ne forment pas une famille libre(si au moins l'un d'entre eux est linéairement dépendant des autres) alors on a introduit trop de 
oe�
ients yp. Dans 
e
as il faut reformuler (330) en introduisant une famille libre 
onstruite sur 
et ensemble de ve
teurs. On suppose i
i que
ette situation n'arrive pas.On a déjà éliminé la paramétrisation L pour le terme de premier ordre en δλ, il reste à faire de même pour le termede se
ond ordre.la multipli
ation à gau
he par ty∞ du ve
teur nul de dimension P (
f (90))
[∇2G(L(x∞)),∇L(x∞)x′,∇L(x∞)x′] + ∇G(L(x∞))[∇2L(x), x′, x′] = 0 (331)est le s
alaire nul

ty∞
(

[∇2G(L(x∞)),∇L(x∞)x′,∇L(x∞)x′] + ∇G(L(x∞))[∇2L(x∞), x′, x′]
)

= 0 (332)soit
tx′ t∇L(x∞)( ty∞∇2G(L(x∞))),∇L(x∞)x′ + ( ty∞∇G(L(x∞)))[∇2L(x∞), x′, x′] = 0 (333)49
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et don
 
ompte tenu de (330)
tx′ t∇L(x∞)( ty∞∇2G(L(x∞))),∇L(x∞)x′ + (∇F (L(x∞)))[∇2L(x∞), x′, x′] = 0 (334)Il reste à soustraire (334) au terme de se
ond ordre de (321) pour trouver que 
e dernier est

tx′ t∇L(x∞)(∇2F (L(x∞)) − ty∞∇2G(L(x∞)))∇L(x∞)x′ (335)et après avoir utilisé (328) les dernières tra
es de L sont alors e�a
ées en formulant la 
ondition su�sante pour que X∞soit un argument minimisant F sous la 
ontrainte que G(X) = 0 
omme
∀X ′ ∈ EN tel que ∇G(L(x∞))X ′ = 0 : siX ′ 6= 0 alors
tX ′(∇2F (X∞) − y∞∇2G(X∞))X ′ > 0

(336)Et don
 on obtient qu'une solution lo
ale15 de (312), (313) est obtenue par les 
onditions né
essaires
G(X∞) = 0
t∇F (X∞) = t∇G(X∞)y∞

(337)qui, rappelons le, signi�e
∀p = 1 . . . P Gp(X∞) = 0

∇F (X∞) =
∑P

p=1
yp
∞∇Gp(X∞)

(338)et qu'il est su�sant que ∇2F (L(x∞)) − y∞∇2G(L(x∞)) 
'est à dire
∇2F (L(x∞)) −

P
∑

p=1

yp
∞∇2Gp(x∞)soit dé�nie positive sur l'orthogonal de t∇G(X∞), 
'est à dire le sous espa
e ve
toriel formé généré par les ve
teurs

t∇G1(X∞), . . . , t∇GP (X∞)qui impérativement doit être de dimension P (voir la remarque faite supra), que X∞ soit un minimum.On a raisonné sur une paramétrisation de l'hypersurfa
e dé�nie par (312) ; on a ensuite supprimé toute tra
e de 
etteparamétrisation au prix de l'introdu
tion d'un 
oe�
ient y∞, appelé un multipli
ateur de Lagrange asso
ié à la 
ontrainte(312) ; et on a obtenu les 
onditions pour qu'un point X∞ soit un argument minimisant du problème (313).8.1.2 Le lagrangienIl faut maintenant en
ore re
opier, mutatis mutandi, 
e qui a déjà été dit à 
e propos dans 
as le d'une seule 
ontrainteà propos du lagrangien.Allons seulement un peu plus vite ; il s'agit de trouver une dé
omposition algorithmique au problème de `min/max'(251).On peut alors pro
éder de la façon suivante1. on 
onsidère le lagrangien
L(X, y) = F (X) − tyG(X) (339)où y est un ve
teur de dimension P ;2. on devine des valeurs initiales y0 de y et X0 de X3. on minimise (339) par rapport à X, au voisinage de X0 en maintenant y �xé à y0, ave
 la méthode de Newton, soit
her
her X1 solution de

(∇2F (X0) −
P
∑

p=1

yp
0∇2Gp(X0))(X1 −X0) = − t∇F (X0) + ty0

t∇G(X0) (340)le point X1 n'est pas en
ore le minimumX∞(y0) demandé, et 
ette étape peut être éventuellement réitérée plusieursfois, mais pour ne pas 
ompliquer les notations 
ette 
ompli
ation ne va pas être introduite i
i et on fera 
omme si
X1 = X∞(y0).4. on 
al
ule ensuite la variation de Ẋ1δy de X1 pour une variation δy de y0, pour 
ela on peut partir de la 
onditionné
essaire pour que X1 soit un argument minimisant de L(X, y0) soit

∇F (X1) = ty0∇G(X1) (341)et é
rire qu'alors si y0 varie de δy alors la variation à l'ordre 1 Ẋ1δy de X1 sera solution de
(∇2F (X1) −

P
∑

p=1

yp
0∇2Gp(X1))Ẋ1δy = t∇G(X1)δy (342)on obtient un moyen de 
al
ul de Ẋ1 qui est une matri
e de dimension N × P après avoir éliminé δy de (342) (quidoit être valable pour tout δy)15et non pas globale ; pour les mêmes raisons que dans le 
as où il n'y a pas de 
ontraintes.50
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5. on utilise en�n la méthode de Newton pour 
al
uler la valeur y1 su

édant à y0 sur la fon
tion L(X∞(y), y) (lamême que (245)) pour le 
as où y est un ve
teur), soit
∇G(X1)Ẋ1(y1 − y0) +G(X1) = 0 (343)mais là on ne peut pas légitimement réitérer plusieurs fois l'algorithme de Newton, sauf à 
al
uler les termes d'ordresupérieurs à 2 dans le développement de Taylor des fon
tions G.6. ainsi on dispose du nouveau point X1 et de y1 ave
 lesquels le pro
essus peut être réitéré.De la même façon en
ore que dans le 
as où il n'y avait qu'une seule 
ontrainte on peut également réé
rire la méthoded'Uzawa, 
e qui devrait être dire
t.Il est maintenant intéressant de traiter un exemple.Un exemple :Si on donne la fon
tion
F (u, v, w) = αu+ βv + γw (344)et la fon
tion

G(u, v, w) =

(

G(u, v, w)
H(u, v, w)

)

=
1

2

(

u2 + v2 + w2 − 1
u2 + v2 − r2

) (345)On peut introduire le lagrangien
L(u, v, w, y, z) = F (u, v, w) − yG(u, v, w) − zH(u, v, w) (346)donner des valeurs initiales u0, v0, w0, y0, z0 à u, v, w, y, z et d'abord minimiser (346) par rapport à u, v, w en maintenant

y = y0 et z = z0 �xes.Ça n'est possible que si
y0 < 0 et y0 + z0 < 0 (347)
e qu'on suppose et on trouve alors que les valeurs de u, v, w qui minimisent le lagrangien sont

(

u1

v1
w1

)

=

(

α/(y0 + z0)
β/(y0 + z0)
γ/y0

) (348)
e qui est 
ohérent ave
 (347).En entrant 
es valeurs dire
tement dans (346) on obtient
2L(u1, v1, w1, y0, z0) = y0 + r2z0 +

(α2 + β2 + γ2)y0 + γ2z0
y0(y0 + z0)

(

(1 − r2)y0 +
γ2

y0

)

+

(

r2(y0 + z0) +
α2 + β2

y0 + z0

) (349)qui d'abord, 
omme on peut le 
onstater, n'est plus une fon
tion linéaire en y0 et z0 et don
 peut être un objet sus
eptiblede subir une maximisation par rapport à 
es variables ; et ensuite peut e�e
tivement être maximisée en 
onsidérantl'expression de la deuxième ligne qui est la somme de deux fon
tions indépendantes : la première d'argument y0, lase
onde d'argument y0 + z0.Si r2 > 1 on voit qu'il n'y aura pas de maximum pour la première fon
tion (
'est la somme de deux fon
tionsdé
roissantes) et 
'est normal puisque dans 
e 
as il n'y a pas de solutions à G(u, v, w) = 0.Dans le 
as 
ontraire l'argument maximisant 
ette première fon
tion est y1 = −
√

γ2/(1 − r2) (le signe moins à 
ausede (347) mais aussi, 
omme on peut le voir en traçant le graphe de 
ette fon
tion par
e que le signe + 
orrespondraità un argument minimisant) ; de même, mutatis mutandi, l'argument minimisant la deuxième fon
tion est y1 + z1 =

−
√

(α2 + β2)/r2.Il vient alors que l'argument minimisant du problème est (ave
 r > 0)
(

u2

v2
w2

)

=









−αr/
√

α2 + β2

−βr/
√

α2 + β2

−γ
√

1 − r2/
√

γ2









(350)
omme on aurait pu le trouver dire
tement en extrayant de G(u, v, w) = 0 les deux 
er
les solutions puis en voyant dansla forme de F la fon
tion linéaire qui varie uniquement suivant la dire
tion (α, β, γ).Mais 
e n'est pas ainsi que l'algorithme a été dé
rit : on a pro�té de la forme parti
ulière du problème pour éviter lesétapes de 
al
ul des variations.Il faut don
 plut�t, 
onformément à l'étape 4 de l'algorithme, 
al
uler
(

∂yu1 ∂zu1

∂yu1 ∂zu1

∂yu1 ∂zu1

) (351)solution de
(

−y0

(

1 0 0
0 1 0
0 0 1

)

− z0

(

1 0 0
0 1 0
0 0 0

))(

∂yu1 ∂zu1

∂yv1 ∂zv1
∂yw1 ∂zw1

)

=

(

u1 u1

v1 v1
w1 0

)

(

y0
z0

) (352)51
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et en�n 
al
uler (y1, z1) 
omme solution de
(

u1 v1 w1

u1 v1 0

)

(

∂yu1 ∂zu1

∂yv1 ∂zv1
∂yw1 ∂zw1

)

(

y1 − y0
z1 − z0

)

+
1

2

(

u2
1 + v2

1 +w2
1 − 1

u2
1 + v2

1 − r2

)

= 0 (353)à partir desquels on peut re
ommen
er les opérations jusqu'à 
onvergen
e vers le résultat qui a été obtenu par analysedire
te du problème.Celui/lle qui penserait que 
es 
al
uls sont un peu lourds ne pourrait pas être mis au pilori ave
 un é
riteau autourdu 
ou pro
lamant qu'il/elle est paresseux/se. Ils le sont e�e
tivement ; et 
'est pourquoi on les donne à e�e
tuer par desordinateurs/ri
es.La méthode du lagrangien dans le 
as de plusieurs 
ontraintes sou�re du même in
onvénient que dans le 
as d'uneseule 
ontrainte ; et 
'est pourquoi on utilise une méthode de pénalisation au préalable.8.1.3 La pénalisationIl su�t de pénaliser 
ha
une des 
ontraintes : 
'est à dire d'introduire la fon
tion
F (X) +

P
∑

p=1

1

ǫp
Up(Gp(X)) (354)où les ǫp, positifs, ont vo
ation à devenir très petits ; où les fon
tions Up sont soumises aux mêmes 
onditions que U de(269).Une question pourrait être de savoir s'il est préférable de plus pénaliser une des 
ontraintes qu'une autre (
'est à direde prendre l'ǫ 
orrespondant plus petit que qu'un autre ǫ).Mais, tant que F et les Gp sont indé�nis, 
ette question n'est pas sans rappeler 
elle que faisait poser Rabelais à desavants do
teurs : �La 
himère bruissant dans le vide peut-elle dévorer la se
onde intention ? [Ils dis
utèrent les dix àdouze semaines suivantes de la méthodologie à mener pour formaliser 
orre
tement 
et important problème . . .℄ �Aussisera-t-elle abandonnée.8.2 Plusieurs 
ontraintes d'inégalités (
aetera desunt)Le 
as de plusieurs 
ontraintes inégalités ne sera pas traité dans le module.La raison est qu'il faut introduire les problèmes de programmation linéaire qui[sont℄ plus di�
ile à traiter que 
ertain problèmes de programmation non linéaires, notamment quadratiques.Ciarlet [Cia82, p. 231℄et que don
 à 
haque semestre su�t sa peine.8.3 Exer
i
es8.3.1 Tra
er une routeSur une terre plate la position est repérée par les 
oordonnées 
artésiennes (x, y) ; le relief est donné par une fon
tion

h(x, y) (la hauteur par rapport au niveau de la mer).Il faut donner le tra
é d'une route joignant deux villes, l'une à la position (0, 0), l'autre à la position (X,Y ) ave
 la
ontrainte qu'en au
un point de la route la pente ne soit supérieure à une limite dé�nie p.Comme on ne veut pas traiter des problèmes en dimension in�nie, il faut plut�t aborder en aborder une versiondis
rète. Celle-
i peut être de 
her
her la suite de 
oordonnées (x0, y0), . . .XN+1, YN+1 telle que
x0 = 0 ; y0 = 0
xN+1 = X ; yN+1 = Y

(355)et pour n = 0 . . . N quelque 
hose 
omme
max

t∈[0,1]

√

(∂hx(xn + (xn+1 − xn)t, yn + (yn+1 − yn)t)2 + (∂hy(xn + (xn+1 − xn)t, yn + (yn+1 − yn)t))2 ≤ p (356)Si on dé
ide que le relief n'est pas su�samment torturé pour jouer signi�
ativement dans la longueur de la route alorsla longueur est 
elle qu'elle aura sur une 
arte, soit
N
∑

n=0

√

(xn+1 − xn)2 + (yn+1 − yn)2 (357)qu'il faut minimiser par rapport aux 2N variables xn et yn sous les N + 1 
ontraintes (356).Voilà don
 un problème pratique mettant en jeu un nombre important de 
ontraintes de type inégalité.N'essayez 
ependant pas de le résoudre sous 
ette forme : il est plus fa
ile de le poser sous forme 
ontinue et deseulement le dis
rétiser après.Le problème n'est donné que pour montrer l'adéquation entre la question de l'optimisation sous 
ontrainte et la viepratique.D'ailleurs on pourrait le rendre plus pro
he des né
essités réelles en introduisant des la
s qu'il faudrait 
ontourner ; endonnant aux villes des dimensions, et don
 les points extrémités n'auraient plus de positions �xes mais seraient assujettiesà passer par les 
ontours des villes ; . . . 52
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8.3.2 Problème de LagrangeLagrange est l'inventeur des multipli
ateurs de Lagrange [Lag65, t. 1,p. 69℄ ; en trahissant un peu le texte, on peut
onsidérer qu'il traite le problème de statique qui 
onsiste à 
onsidérer N masses pon
tuelles pesantes.La nemasse a un poids Mn et ses 
oordonnées sont (xn, yn, zn) ; la pesanteur est orientée suivant l'axe z, vers les zdé
roissants ; il s'agit alors de trouver l'équilibre de l'ensemble ave
 les 
ontraintes :� que 
ertaines positions des masses sont �xées ; ou qu'elles appartiennent à une surfa
e ou une ligne de l'espa
e ;� que les distan
es entre 
ertains 
ouples de masses sont imposées (liaison rigides) ;� que 
ertains 
ouples de masses sont reliés par des ressortsLa mise en équation de 
e problème 
onduit à trouver l'énergie du système de masses et à minimiser 
elui-
i (on esten statique, don
 l'énergie 
inétique engendrées par les dépla
ements d'une 
on�guration à l'autre n'est pas à prendre en
ompte) sous les 
ontraintes pré
édemment indiquées.Rien de plus intéressant que de traiter 
e problème : on s'aperçoit notamment que les multipli
ateurs de Lagrangeasso
iés aux 
ontraintes sont les for
es de réa
tion qui maintiennent l'équilibre16 ; que la pénalisation est équivalente àrempla
er une liaison rigide par une liaison ave
 un ressort dont la raideur est très grande ; et d'autres grandes et belles
hoses.

16Historiquement d'ailleurs les for
es de réa
tion sont dé�nies par Lagrange 
omme 
e qu'on appelle maintenant des multipli
ateurs de Lagrange53
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Quatrième partieLogi
iels utilisés et éléments de programmationIl y a deux é
oles antagonistes en matière de logi
iels : la première pré
onise d'utiliser des `produits standards' et
ommer
iaux a�n de ne pas réinventer la roue ; la se
onde pré
onise d'utiliser des langages un peu souples par
e queI do not want to re-invent the wheel. The language must have hash-tables, lists, arrays, 
onditions &
 standard.Sam Steingold, The right tool for the job,http://www.podval.org/~sds/tool.html(Cet arti
le pointe sur de nombreux liens utiles pour le 
al
ul s
ienti�que en général.)On voit don
 que l'argument est le même dans les deux 
amps : il ne faut pas réinventer la wheel. Les a�dés del'une des é
oles 
roient qu'en payant ave
 de l'argent des logi
iels ils ne 
ommettront pas 
ette faute et les autres 
roientpouvoir éviter la faute en payant ave
 du temps.9 Logi
iels libresComme 
eux qui pré
onisent de passer du temps plut�t que de dépenser de l'argent a�rment que quand on dépense del'argent il faudra en plus dépenser du temps pour que le logi
iel a
heté devienne vraiment utilisable et que 
et argumentsemble 
orrespondre à une 
ertaine réalité, il parait raisonnable de 
hoisir le 
amp des adorateurs de langages un peusouples.Évidemment 
ela mène au LISP éventuellement un peu assisté de FORTRAN et de de C 17 pour la rapidité d'exé
ution.LISP, ou tout autre membre de sa famille, est un langage atta
hant qui a l'avantage supplémentaire d'être disponibleimmédiatement dès lors qu'on utilise `Ema
s'.Le but de 
es re
ommandations n'est évidemment pas de faire de la manipulation se
taire. Aussi la re
ommandation�nale sera d'utiliser SCILABtélé
hargeable à partir dehttp ://www-ro
q.inria.fr/s
ilab/pour de nombreuses plates-formes, UNIX/LINUX bien sûr, mais aussi des systèmes plus exotiques 
omme WINDOWS.Celui qui voudrait 
her
her à télé
harger SCILAB, sous UNIX ou LINUX devrait véri�er au préalable si son systèmene le 
ontient pas déjà.Pour 
ela, taper `s
ilab' ; si 
ela ne donne rien, tenter `whereis s
ilab' ; et, si 
ela ne donne en
ore rien, `�nd / -names
ilab -print' (mais 
ette 
ommande est un peu longue).Dans le 
as ou `s
ilab' existe mais que l'environemment de l'utilisateur ne lui permette pas de l'exé
uter : il faut ajouterdans la variable PATH le 
hemin d'a

ès de `s
ilab' (quelque 
hose 
omme (setenv PATH ($PATH <le 
hemin d'a

ès>)) ;il faut aussi positionner une nouvelle variable d'environnement SCI au 
hemin d'a

ès du répertoire prin
ipal de s
ilab(quelque 
hose 
omme (setenv SCI <le répertoire prin
ipal qui doit être de la forme `/(une suite de nom)/s
ilab-2.5')).10 Logi
iels non libresCe ne sont pas les rois, mais bien les 
ourtisans, Qui de la liberté redoutent les a

en[t℄s.A. NAUDET, l'Assemblée des Animaux.Ils sont don
 liés ? Mais en fait 
'est plut�t l'utilisateur qui est lié. Que dire de plus ?Peut-être ra
onter les tribulations d'un pauvre 
her
heur. Des années 80 à 90 
elui-
i a su
essivement utilisé : lanorme graphique du Pas
al UCSD sur Apple IIe ; 
elle du turbo Pas
al sur 
arte Z80 adaptée sur un Apple IIe ; lesnormes graphiques tektro (au moins 3 d'entre elles emboîtées) sous DPS8 ave
 émulation de terminal sur un Vi
tor S3et un modem 1200 Bauds ; l'interfa
e UIS sous VMS ave
 un mi
roVax ; GKS sous 
e même système ; puis GKS sousun SUN3 ave
 Sunview ; et en�n X11 dire
tement sous Unix.Depuis X11, le 
her
heur n'a plus eu de problèmes graphiques et en plus ses programmes sont vraiment portables.11 Logi
iel de 
al
ul formelIl existe des logi
iels libres de 
al
ul formel, par exemple CALC é
rit entièrement en ELISP.Et de la même manière qu'il est possible de fabriquer ses propres programmes d'analyse numérique ordinaire, il estégalement possible de fabriquer sans grands frais ses propres programmes de 
al
ul formel.Mais pour des raisons (probablement mauvaises) on va donner quelques éléments d'utilisation d'un logi
iel non libre :MAPLE. La raison de 
e 
hoix est que 
e logi
iel est relativement fa
ile à trouver et nulle autre : il n'est ni pire ni meilleurque ses frères.Voi
i tout d'abord deux pro
édures : la première `newton' retourne l'itération de Newton et la se
onde l'itération dugradient dont la longueur de pas est 
al
ulée ave
 la méthode de Newton unidire
tionnelle.17La trilogie FORTRAN, LISP et C est très atta
hante. Le FORTRAN est naît dans les années 50, le LISP dans les années 60 et le C dansles années 70. Le premier (formula translator) répond aux besoins de 
al
uls bruts de traje
toires de fusées pour aller sur la lune ; le se
ond (listpro
essing) est une tentative pour faire de l'intelligen
e arti�
ielle, et don
 des fusées sans pilote ; le troisième est le langage d'UNIX. Il est sansdoute injuste de ne pas parler de COBOL, de PASCAL, ADA et JAVA, des di�érentes variantes de BASIC, de FORTH et de bien d'autres, maisil faut bien faire un 
hoix. 54
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newton:= pro
(expression,variables)lo
al gradient, hessien,formule;des
ription `Sort l'iteration de Newton.Fon
tionne ave
 linalg (with(linalg))`;gradient:= grad(expression,variables):hessien:= hessian(expression,variables):formule:= 
onvert(linsolve(hessien,evalm(-1*gradient)),list)+
onvert(variables,list):map(simplify,formule)end:g_newton:= pro
(expression,variables)lo
al gradient,hessien,alpha,formule;des
ription `Sort l'itération du gradient ave
 pas 
al
ulé par Newton.Fon
tionne ave
 linalg (with(linalg))`;gradient:= grad(expression,variables):hessien:= hessian(expression,variables):alpha:= -1 * innerprod(gradient,gradient)/ innerprod(gradient,hessien,gradient):formule:= 
onvert(evalm(alpha * gradient),list)+ 
onvert(variables,list):map(simplify,formule);end:Puis des exemples d'utilisation de 
es deux pro
édures :with(linalg):newton:=... end:<- é
rire i
i la définition de newton donnée plus hautnewton(x^2/a^2+y^2,[x,y℄);
e qui renvoie évidemment le ve
teur [0, 0].with(linalg):g_newton:=... end:<- é
rire i
i la définition de g_newton donnéeiteration:=g_newton(x^2/a^2+y^2,[x,y℄);
e qui renvoie le ve
teur
iteration :=

[

xy2a4
(

a2 − 1
)

x2 + y2a6
,−

yx2
(

a2 − 1
)

x2 + y2a6

]On peut essayer d'estimer l'e�et de l'itération en 
al
ulantfa
teur:=innerprod(iteration,iteration)/(x^2+y^2);qui renvoie
facteur :=

x2 ∗ y2 ∗ (a2 − 1)2 ∗ (y2 ∗ a8 + x2)

(x2 + y2 ∗ a6)2(x2 + y2)Pourquoi ne pas tra
er les lignes de niveaux de facteur dans le 
as où a = 3 ?with(plots);f3:=subs(a=3,fa
teur);plot3d(f3,x=0..4,y=0..4);on obtient un dessin 
omme (d'un point de vue te
hnique on n'a rien fait pour en améliorer la présentation et don
 lerésultat est un peu minable)qui peut être interprété si on voit 
orre
tement dans l'espa
e.On peut aussi tenter quelques manipulation 
ommef
:=simplify(subs(a=tan(alpha),x=r*
os(theta),y=r*sin(theta),fa
teur));qui renvoie une expression un peu dé
ourageantef
 :=-
os(theta)^2*(-1-41*
os(alpha)^8+44*
os(alpha)^6-40*
os(theta)^4*
os(alpha)^8+16*
os(theta)^4*
os(alpha)^10+8*
os(alpha)^2-26*
os(alpha)^4+20*
os(alpha)^10-4*
os(alpha)^12-16*
os(theta)^2*
os(alpha)^2+52*
os(theta)^2*
os(alpha)^4-88*
os(theta)^2*
os(alpha)^6+81*
os(theta)^2*
os(alpha)^8-36*
os(theta)^2*
os(alpha)^10+4*
os(theta)^2*
os(alpha)^12-
os(theta)^4+2*
os(theta)^2+8*
os(theta)^4*
os(alpha)^2-26*
os(theta)^4*
os(alpha)^4+44*
os(theta)^4*
os(alpha)^6)/(1-2*
os(theta)^2-36*
os(theta)^2*
os(alpha)^8+42*
os(theta)^2*
os(alpha)^6-6*
os(alpha)^2+12*
os(theta)^2*
os(alpha)^2-30*
os(theta)^2*
os(alpha)^4+18*
os(theta)^2*
os(alpha)^10-4*
os(theta)^2*
os(alpha)^12-6*
os(theta)^4*
os(alpha)^2+15*
os(theta)^4*
os(alpha)^4-22*
os(theta)^4*
os(alpha)^6+21*
os(theta)^4*
os(alpha)^8-12*
os(theta)^4*
os(alpha)^1055
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+4*
os(theta)^4*
os(alpha)^12+
os(theta)^4+15*
os(alpha)^4-20*
os(alpha)^6+15*
os(alpha)^8-6*
os(alpha)^10+
os(alpha)^12)qui ne dépend 
ependant que de α et θ ; 
e qui permet le tra
éwith(plots);f3:=subs(a=3,fa
teur);plot3d(f
,alpha=0..2*Pi,theta=0..2*Pi);qui renvoieun paysage de montagne qui peut être interprété.Si maintenant on désire e�e
tuer les itérations dans un langage plus rapide que 
elui de MAPLE, on peut utilisermap(fortran,iteration);qui renvoiet0 = x*y**2*a**4*(a**2-1)/(x**2+y**2*a**6)t0 = -y*x**2*(a**2-1)/(x**2+y**2*a**6)
'est à dire des lignes dire
tement utilisables dans un programme FORTRAN.On l'aura 
ompris, l'apport logistique d'un programme de 
al
ul formel est loin d'être négligeable.

56



A
na

ly
se

 N
um

er
iq

ue
 -

- 
2i

em
e 

A
nn

ee
 E

N
SE

M
 -

- 
A

nn
ee

 2
00

4-
-2

00
5 

--
 V

er
si

on
 p

ro
vi

so
ir

e

Cinquième partieÉléments bibliographiques12 Mathématiques12.1 Mathématiques de baseL'étudiant en s
ien
e appliquées sentira toute sa vie qu'il est ignorant en mathématiques. Ce Sisyphe 
her
hera alorsà 
ombler 
e manque en 
olle
tionnant des manuels. Voi
i, parmi les livres qui se présentent 
omme des manuels, uneliste 
hoisie en essayant pré
isément d'éliminer 
eux qui ne sont que des manuels :� Saint-Guilhem [SG89℄ �s'adresse [. . .℄ à des adultes désireux d'apprendre et prêts à un 
ertain e�ort, mais sanssou
is d'examens asso
iés à un programme o�
iel� ;� Rudin [Rud95b℄ réalise un manuel dont le 
ontenu est, ave
 quelques extensions, 
elui des 
lasses préparatoires.De plus on peut trouver sur internet des textes très intéressants pour les mathématiques de bases parmi des textesplus spé
ialisés.Par exemple voi
i un site qui 
ontient de nombreux 
ours de mathématiqueshttp://spoirier.
iteweb.net//liensmaths.htmldans 
e site on peut trouver un 
ours de mathématiques de 
lasses préparatoires
li
ker `Gérard Lavau'mais aussi on peut trouver des 
ours de niveau supérieur
li
ker `Cours de se
ond 
y
le'dans lequel on trouve
li
ker `Mathématiques pour l'agrégation (version pas à jour, ça viendra)'qui est un gros �
hier 
ontenant des théorèmes et des démonstrations, puis
li
ker `Mathématiques'Un autre site qui pointe d'ailleurs sur le pré
édent esthttp://homer.span.
h/~spaw2581/maths.htmqui 
ontient également quelques 
ours de mathématiques.12.2 Mathématiques par 
atégories12.2.1 Géométrie et 
al
ul di�érentielS'il faut 
omprendre 
e qu'est la géométrie analytique on pourra d'abord lire Des
artes [Des91℄.S'il faut faire de la géométrie di�érentielle, les leçons de géométries de Postnikov sont très utiles [Pos81b℄, [Pos81a℄,[Pos90a℄, [Pos90b℄ ; notamment le se
ond tome et le début du troisième.Si on s'intéresse au 
al
ul di�érentiel, qui est d'ailleurs fortement relié à la géométrie di�érentielle, on pourra lireDieudonné [Die℄ qui a voulu réaliser un ouvrage dida
tique et aussi Cartan [Car77℄.On pourra aussi s'intéresser aux publi
ation de l'IREM [IRE99℄ qui inévitablement 
onduiront à s'intéresser àAr
himede, Leibnitz et Newton plus dire
tement. À 
et égard quelques pages de Maxwell sont également très instru
tives[Max54℄.12.2.2 AlgèbreL'algèbre a
tuel s'intéresse surtout aux stru
tures algébriques et est d'un abord un peu déli
at. Toutefois, si on nesouhaite pas devenir un véritable mathémati
ien on peut trouver un intérêt à lire Vuillemin [Vui62℄ qui re
ense et expliqueles travaux des fondateurs de l'algèbre moderne.Deux manuels de niveau Deug 
ontiennent une information disponible sans di�
ulté [CC95b℄ [CC95a℄ et on trouvede l'algèbre dans [SG89℄.12.2.3 AnalyseDe l'analyse peut être trouvé dans la partie `géométrie et 
al
ul di�érentiel', mais plus spé
i�quement, il y a aussi : Uneanalyse assez dida
tique de Kolmogorof [KF94℄ ; une analyse fon
tionnelle de Sobolev [LS89℄ ; 
elle de Rudin [Rud95a℄qui est assez abstraite ; et �nalement les `Dautrey et Lions' [DLC+87℄, [DLA+87g℄, [DLB+87℄, [DLA+87a℄, [DLA+87
℄,[DLA+87b℄, [DLA+87e℄, [DLA+87f℄, [DLA+87d℄ dont le volume est impressionnant mais ou on trouve aussi des expli-
ations très 
laires, notamment 
elle de l'arti
le de Cessenat, dans le volume 5, sur la dé
omposition de Helmholtz des
hamps de ve
teurs.Mais on peut en
ore 
onseiller Mawhin [Maw97℄ qui donne une base de référen
e historique très intéressante.Des référen
es mathématiques des équations di�érentielles ordinaires et des équations aux dérivées partielles sontdonnées dans la partie `Analyse numérique'.13 Analyse numériqueEst il vraiment né
essaire de séparer l'analyse numérique des mathématiques ? Pour paraphraser Clausewit
h a proposde 
hoses plus sympathiques : l'analyse numérique ne serait elle pas la 
ontinuation de mathématiques par d'autre moyens ?La question reste ouverte quand bien même 
ela vient d'être fait i
i.57
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13.1 Analyse numérique de baseL'analyse numérique est avant la mise en ÷uvre d'algorithmes, il est intéressant d'avoir un point de vue sur 
e qu'estun algorithme et pour 
ela la le
ture d'�Histoire d'algorithmes�[Ca94℄ donne des informations très intéressantes.Des ressour
es en ligne importantes existenthttp://www.netlib.org/index.htmlon trouve des algorithmes de 
al
ul et des liens intéressants 
ommehttp://www.nr.
om/où le `numeri
al re
ipes' peut être lu et même un peu télé
hargé. Des 
ours intera
tifs existent 
ommehttp://dmawww.epfl.
h/rappaz.mosai
/Support/support/support.htmlqui 
ontient à peu près 
e que doivent savoir des étudiants sortant d'une é
ole d'ingénieur et est une démar
he publi
itaireintelligente pour que lassé de l'é
ran on a
hète le livre 
orrespondant. Il y a aussihttp://lumimath.univ-mrs.fr/~jlm/
ours/analnum/ou on trouve un aide mémoire intéressant.Plus 
lassiquement il existe aussi le livre de Sibony [SM84℄ qui traite d'un peu tout ; mais surtout le 
ouple� �Introdu
tion à l'analyse numérique de Baranger �[Bar77℄� 
omplété de �Analyse numérique�[BBC+91℄dans lesquels on trouve tout 
e qui 
e qui peut être utile.Par 
ontre la le
ture d'ouvrages dida
tiques 
omme [Nou87℄, [Euv90℄ est toujours dé
evante ; on y trouve des formulesmais peu d'expli
ations sur 
es formules. Si on aime les formules le mieux est en
ore le Numeri
al Re
ipes.13.2 Analyse numérique par 
atégories13.2.1 OptimisationL'optimisation est une matière importante de l'analyse numérique, et en plus de nombreux ouvrages sont disponibles :� d'abord la référen
e de Luenberger [Lue84℄ ;� puis une autre référen
e [Cia82℄ et en
ore une troisième [GS80℄ qu'on peut 
ompléter par un arti
le fondateur[DM77℄ ;� également un livre ré
ent [Cul94℄ ;� en�n des livres un peu vieillis mais qui gardent néanmoins un intérêt 
ertain 
omme 
eux de Minoux [Min83℄, deKarmanov [Kar77℄, de Céa [Céa71℄ qu'on aurait tort de négliger si on ne veut pas réinventer 
e qui y est, parexemple l'arti�
e de Valentine pour le dernier.Il est également intéressant de lire des livres de vulgarisation 
omme 
elui de S. Hildbrandt et al. [HT84℄ dans lesquelsles exemples 
élèbres de problèmes d'optimisation sont évoqués.13.2.2 Équations di�érentielles ordinairesEn plus de l'ouvrage 
olle
tif de Baranger [BBC+91℄ on peut lire le livre très 
omplet de Crouzeix et Mignot [CM89℄ ;ou le livre plus dida
tique de Demailly [Dem96℄ ; et surtout le livre de Hubbard [HW99℄ dans lequel la problématique du
al
ul numérique des équations di�érentielles est repla
é dans son 
ontexte.Comme on n'a rien 
ité de spé
i�que aux équations di�érentielles dans la partie `mathématiques' de 
ette liste, ilest maintenant utile de proposer : Arnold [Arn74℄ et Pontriaguine [Pon75℄ pour les edos en général ; puis [ATF87℄ et[PBGM74℄ pour le 
ontr�le optimal sur les edos, qui d'ailleurs peuvent également émarger à la partie `optimisation'.13.2.3 Équations aux dérivées partiellesLes `Dautrey et Lions' [DLC+87℄ à [DLA+87d℄ traitent presque ex
lusivement des équations aux dérivées partielles,du point de vue des mathématiques appliquées vues par les mathémati
iens.Mais il y a aussi les nombreux livres dont le titre 
ontient l'un des groupes nominaux `éléments �nis', `
al
ul s
ienti�que'. . . :� d'abord la référen
e de Zin
kiewi
z [Zin71℄ dans laquelle presque tous les aspe
ts de la méthode des éléments �nissont abordés ;� puis le très intéressant livre de Ciarlet [Cia78℄ qui est très dida
tique ;� et aussi le livre dida
tique de Lu
quin et Pironneau [LP96℄� et, �nalement, il ne faut pas oublier [Jol90℄Cette liste est évidemment loin d'être 
omplète.Référen
es[Arn74℄ V. Arnold. Équations di�érentielles ordinaires. Mir, 1974.[ATF87℄ A. Alekseev, V. M. Tikhomirov, and S. V. Fomin. Optimal 
ontrol. Plenum, 1987. existe en fran
ais 
olle
tionMir.[AVGZ86℄ V. Arnold, A. Var
hanko, and S. Goussein-Zadé. Singularité des appli
ations di�érentiables. Mir, 1986. 2tomes.[Bar77℄ J. Baranger. Introdu
tion à l'analyse numérique. Hermann, 1993 (premier tirage 1977).[BBC+91℄ J. Baranger, C. Brezinsky, C. Carasso, J.M. Chassery, F. Chatelin, J.F. Maitre, J. Roux, and G. Wanner.Analyse numérique. Hermann, 1991. 58



A
na

ly
se

 N
um

er
iq

ue
 -

- 
2i

em
e 

A
nn

ee
 E

N
SE

M
 -

- 
A

nn
ee

 2
00

4-
-2

00
5 

--
 V

er
si

on
 p

ro
vi

so
ir

e

[Ca94℄ J.-L. Chabert and al. Histoire d'algorithmes. Belin, 
olle
tion Regards sur la s
ien
e, 1994.[Car77℄ E. Cartan. Cours de 
al
ul di�érentiel. Hermann, 1977.[CC95a℄ A. Calvo and B. Calvo. Algèbre générale. Masson, 1995.[CC95b℄ A. Calvo and B. Calvo. Algèbre linéaire. Masson, 1995.[Céa71℄ J. Céa. Optimisation : théorie et algorithmes. Dunod, 1971.[Cia78℄ P. G. Ciarlet. The �nite element method for ellipti
 problems. North-Holland, 1978.[Cia82℄ P. G. Ciarlet. Introdu
tion à l'analyse numérique matri
ielle et à l'optimisation. Masson, 1982.[CM89℄ M. Crouzeix and A.L. Mignot. Analyse numérique des équations di�érentielles. Masson, 1989.[Cul94℄ J.C. Culioli. Introdu
tion à l'optimisation. Ellipse, 1994.[Dem96℄ J.-P. Demailly. Analyse numérique et équations di�érentielles. Presses Universitaires de Grenoble, 1996.[Des91℄ R. Des
artes. La géométrie. Jean Gabay (d'après l'édition de Hermann en MDCCLXXXVI), 1991. On letrouve aussi à la B.N.F. `http ://galli
a.bnf.fr'.[Die℄ J. Dieudonne. Cal
ul in�nitésimal.[DLA+87a℄ R. Dautrey, J. L. Lions, M. Artola, M. Authier, M. Cessenat, J. M. Combes, B. Mer
ier, and C. Wild. Analysemathématique et 
al
ul numérique, volume 4. Masson, 1987. Tome 1, 
hapitre 6, 7. Méthodes variationnelles.[DLA+87b℄ R. Dautrey, J. L. Lions, M. Artola, P. Bénilan, M. Bernadou, M. Cessenat, J. C. Nedele
, and J. Plan
hard.Analyse mathématique et 
al
ul numérique, volume 6. Masson, 1987. Tome 2, 
hapitre 11, 12, 13. Méthodesintégrales et numériques.[DLA+87
℄ R. Dautrey, J. L. Lions, M. Artola, M. Cessenat, J. M. Combes, and B. S
heurer. Analyse mathématique et
al
ul numérique, volume 5. Masson, 1987. Tome 2, 
hapitre 8, 9, 10. Spe
tre des opérateurs.[DLA+87d℄ R. Dautrey, J. L. Lions, M. Artolat, C. Bardos, M. Cessenat, A. Kavenoly, P. Las
aux, B. Mer
ier, O. Piron-neau, and R. Sentis. Analyse mathématique et 
al
ul numérique, volume 9. Masson, 1987. Tome 3, 
hapitre20, 21. Évolution : numérique, transport.[DLA+87e℄ R. Dautrey, J. L. Lions, M. Artolat, M. Cessenat, and H. Lan
hon. Analyse mathématique et 
al
ul numérique,volume 7. Masson, 1987. Tome 3, 
hapitre 14, 15, 16. Évolution : Fourier, Lapla
e.[DLA+87f℄ R. Dautrey, J. L. Lions, M. Artolat, M. Cessenat, and B. S
heurer. Analyse mathématique et 
al
ul numérique,volume 8. Masson, 1987. Tome 3, 
hapitre 17, 18, 19. Évolution : semi-groupe, variationnel.[DLA+87g℄ R. Dautrey, J. L. Lions, M. Authier, P. Bénilan, and M. Cessenat. Analyse mathématique et 
al
ul numérique,volume 2. Masson, 1987. Tome 1, 
hapitre 2. L'opérateur de Lapla
e.[DLB+87℄ R. Dautrey, J. L. Lions, P. Bénilan, M. Cessenat, B. Mer
ier, and C. Zuily. Analyse mathématique et 
al
ulnumérique, volume 3. Masson, 1987. Tome 1, 
hapitre 3, 4, 5. Transformation, Sobolev, opérateurs.[DLC+87℄ R. Dautrey, J. L. Lions, M. Cessenat, A. Gervat, and H. Lan
hon. Analyse mathématique et 
al
ul numérique,volume 1. Masson, 1987. Tome 1, 
hapitre 1. Modèles physiques.[DM77℄ J. E. Dennis and J. J. Moré. Quasi-newton methods, motivation and theory. SIAM review, 19(19) :pp 46�89,1977.[Euv90℄ D. Euvrard. Résolution numérique des équations aux dérivées partielles. Masson, 2o edition, 1990.[Fey95℄ R. Feynmann. Éle
tromagnétisme. InterEdition, nouveau tirage de 1975 edition, 1995. 2 tomes.[GS80℄ W.A. Gruver and E. Sa
h. Algorithmi
 method in optimal 
ontrol. Pitman Advan
ed, 1980.[HT84℄ S. Hildbrandt and A. Tromba. Mathématiques et formes optimales. Bibliothèque de la revue pour la s
ien
e,1984.[HW99℄ J. Hubbard and B. West. Équations di�érentielles et systèmes dynamiques. Cassini, 1999.[IRE99℄ IREM. Aux origines du 
al
ul in�nitésimal. Ellipse, 1999.[Jol86℄ P. Joly. Présentation de synthèse des méthodes de gradient 
onjugué. MAN � Mathemati
al Modelling andNumeri
al analysis � Modélisation máthématique et analyse numérique, 20(4) :pp 639�665, 1986.[Jol90℄ P. Joly. Mise en oeuvre de la méthode des éléments �nis. Mathématique & appli
ation. Ellipse, 1990.[Kar77℄ V. Karmanov. Programmation mathématique. Mir, 1977.[KF94℄ A. Kolmogorov and S. Fomine. Élements de la théorie des fon
tions et de l'analyse fon
tionnelle. Mir-Ellipse,3o edition, 1994.[Lag65℄ J.-L. Lagrange. Mé
anique analytique. Librairie s
ienti�que Albert Blan
hard, Paris, 1965. 2 tomes. Éditionoriginale 1788.[LP96℄ B. Lu
quin and O. Pironneau. Introdu
tion au 
al
ul s
ienti�que. Masson, 1996.[LS89℄ L. Lusternik and V. Sobolev. Pré
is d'analyse fon
tionnelle. Mir, 1989.[Lue84℄ D. G. Luenberger. Linear and nonlinear programming. Addison-Wesley Publishing 
ompany, 1984.[Maw97℄ J. Mawhin. Analyse. De Boe
k université, 1997.[Max54℄ J. C. Maxwell. A treatise on ele
tri
ity & magnetism, volume 1 & 2. Dover, New York, 1954. from the thirdedition Clarendon press, 1891.[Min83℄ M. Minoux. Programmation mathématique : théorie et algorithmes. Dunod, 1983.[Nou87℄ J.P. Nougier. Méthodes de 
al
ul numériques. Masson, third edition, 1987.[PBGM74℄ L. Pontriaguine, Y. Boltianski, R. Gamkrélidzé, and E. Mi
ht
henko. Théorie mathématique des pro
essusoptimaux. Mir, 1974. 59
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[PD77℄ B. P
hénit
hny and Y. Daniline. Méthode numérique dans les problèmes d'extrémum. Mir, 1977.[Pol89℄ G. Polya. Comment poser et résoudre un problème. Jean Gabay (d'après l'édition Dunod de 1965), 1989.[Pon75℄ L. Pontriaguine. Équations di�érentielles ordinaires. Mir, 1975.[Pos81a℄ M. Postnikov. Leçons de géométrie : algébre linéaire et géométrie di�érentielle. Mir, 1981.[Pos81b℄ M. Postnikov. Leçons de géométrie : géométrie analytique. Mir, 1981.[Pos90a℄ M. Postnikov. Leçons de géométrie : géométrie di�érentielle. Mir, 1990.[Pos90b℄ M. Postnikov. Leçons de géométrie : variétés di�érentiables. Mir, 1990.[Rai93℄ D. Raikov. Analyse mathématique multidimensionnelle. Mir, 1993.[Rud95a℄ W. Rudin. Analyse Fon
tionnelle. Edis
ien
e, 2o edition, 1995. traduit de �Fun
tional analysis�.[Rud95b℄ W. Rudin. Prin
ipes d'analyse mathématique. Edis
ien
e, 3o edition, 1995. traduit de �Prin
iples of mathé-mati
al analysis�.[S
h81℄ L. S
hwartz. Cours d'analyse. Hermann, 1981.[SG89℄ R. Saint-Guilhem. Notions fondamentales de mathématiques modernes. Ellipse, 1989. 2 tomes.[SM84℄ M. Sibony and J. C. Mardon. Analyse numérique. Hermann, 1984. 3 tomes.[Vui62℄ J. Vuillemin. La philosophie de l'algèbre. Presses Universitaires de Fran
e, 
olle
tion Épiméthée, 1993(première édition 1962).[Zin71℄ O.C. Zin
kiewi
z. The �nite element method in engineering s
ien
e. M
 Graw Hill, 1971.
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