
Ondes életromagnétiquesG. Vinsard15 juillet 2009Propagation unidiretionnelleLes éléments essentiels à onnaître sur les propriétés de l'équation de propagation à une di-mension et de ses solutions sont rappelés.L'équation de propagation unidiretionnelle est
∂2
xxϕ− 1

c2
∂2
ttϕ = 0 (1)sa variable est la fontion de deux variables ϕ : R × R −→ R ; elle est appelée une onde et sasolution générale

ϕ(x, t) = f(x− c t) + g(x+ c t) (2)où f : R −→ R et g : R −→ R sont deux fontions d'une variable deux fois di�érentiableset, à ei près, quelonques.Onde monohromatique, progressive et stationnaireLes parties
ϕ+(x, t) = f(x− c t) et ϕ−(x, t) = g(x+ c t) (3)de l'onde ϕ sont appelées des ondes progressives : si le graphe de f0 : x −→ f0(x) = f(x) est donné,

ft : x −→ ft(x) = f(x− ct) a le même graphe translaté de c t vers la droite ; en onséquene c estappelée la vitesse de l'onde.Si
f(x) = ℜ{F exp2πi x/λ} λ la longueur d'onde
g(x) = ℜ{G exp2πi x/λ} F et G les amplitudes omplexes (4)l'onde

ϕ(x, t) = ℜ{F exp2πi (x−ct)/λ +ℜ{G exp2πi (x+ct)/λ} (5)est dite monohromatique de fréquene et pulsation temporelles ν = c/λ et ω = 2π ν.Si F = G = |F | expiψ

ϕ(x, t) = 2ℜ{F exp2πix cosωt} = 2|F | cosωt cos (2πx/λ+ ψ) (6)est une onde stationnaire : son graphe de base en espae 2|F | cos (2πx/λ+ ψ) est modi�é en amplitudeseulement par le terme dépendant du temps cosωt.Le système propagatif du 1o ordreEn posant
u = 1

ǫ0
∂xϕ ; i = −∂tϕ =⇒ ǫ0 ∂tu = −∂xi (7)l'équation de propagation (1) s'érit alors

ǫ0 ∂xu =
1

c2
∂ti =⇒ ∂xu = −µ0 ∂ti si ǫ0 µ0 =

1

c2
(8)1



et don elle peut être mise sous la forme d'un système d'ordre 1
{
∂xu = −µ0 ∂ti
∂xi = −ǫ0 ∂tu (9)qui est exatement elui de l'équation du télégraphiste sans perte.Étude de l'équation du télégraphisteUn �l retiligne onduteur de l'életriité onneté à l'une de ses extrémités (en x = 0) à une desbornes d'un générateur de tension parfait e(t) dont l'autre borne est reliée à la terre, l'autre extrémitédu �l (en x = L) n'étant reliée à rien est onsidéré. Appelons et objet une ligne életrique.En haque absisse x et à haque instant il y a un ourant életrique i(x, t) dirigé vers les x roissants ;et il y a aussi une tension u(x, t) mesurée par rapport à la terre (qui elle reste au potentiel 0, 'est d'ailleursà ela qu'on la reonnaît).Quand on passe de x à x + δx, le ourant et la tension passent de i(x, t) et u(x, t) à i(x + δx, t) ≈

i(x, t) + ∂xi(x, t) δx et u(x+ δx, t) ≈ u(x, t) + ∂xu(x, t) δx.La modélisation de la ligne onsiste à a�rmer1 qu'entre les deux points x et x+δx, il y a une résistaneéletrique r δx et une indutane l δx en série puis qu'entre le point x et la terre il y a une apaité c δx,où r, l et c sont des résistane, indutane et apaité par unité de longueur.
r δx l δx

c δxv(x, t) v(x+ δx, t)

i(x, t)

−i(x, t)

i(x+ δx, t)

−i(x+ δx, t)Il vient alors
u(x, t) − u(x+ δx, t) = r δx i(x+ δx, t) + l δx ∂ti(x+ δx, t)

c δx ∂tu(x, t) = i(x, t) − i(x+ δx, t)
(10)soit, après avoir développé en δx, négligé les termes d'ordre supérieurs à 1 et posé i = i(x, t), u = u(x, t)

∂xu = −ri− l ∂ti
∂xi = −c ∂tu

(11)équations auxquelles on ajoute les onditions aux limites
u(0, t) = e(t) ; i(L, t) = 0 (12)et une ondition initiale qu'on hoisit omme i(x, 0) = 0.Dans le as où r = 0, l'équation devient

∂xu = −l ∂ti
∂xi = −c ∂tu (13)qui est exatement (9) en identi�ant µ0 ave l puis ǫ0 ave 1/c. C'est qui est légitime du point de vue desdimensions puisque l et c sont des H/m et F/m omme µ0 et ǫ0.PingLa reherhe d'une solution de (13), (12) qui aurait la forme d'une onde progressive
i(x, t) = f(x− vt) (14)amène à la onlusion qu'il est déjà néessaire que

lcv2 = 1 (15)1Démonstration dans le texte ompagnon : l'équation du télégraphiste de la ligne bi�laire dans le vide.2



et alors
u(x, t) =

√

l

c
f(x− vt) (16)Les onditions aux limites (12) demandent

f(−v t) =

√
c

l
e(t) (17)e qui détermine f , puis que

e(t− L/v) = 0 (18)qui onstitue une ondition sur la soure e remplie si
{t < 0 =⇒ e(t) < 0} et {t < L/v} (19)la solution est alors de la forme

u(x, t) = e(t− x/v) ; i(x, t) =

√
c

l
e(t− x/v) (20)'est à dire que� la tension u(x, t) est la tension u(0, t) = e(t) ave un retard de x/v ;� le ourant i(x, t), se déduit de u(x, t) par division par

z =
√

l
c

qui est homogène à une résistane et s'appelle l'impédane aratéristique (21)la tension e(t) est la soure d'émission de ette onde progressive.Toujours quand t < L/v, la quantité
p0(t) = e(t) i(0, t) (22)est la puissane que doit pouvoir fournir le générateur de tension parfait pour rester un générateur detension parfait alors qu'il est onneté à la ligne ; il vient
p0(t) =

e(t)2

z
(23)'est à dire la même expression que si le générateur débitait son ourant dans une résistane z. Lapuissane életrique instantanée en un point x est

p(x, t) = u(x, t) i(x, t) (24)et alors
p(x, t) = p0(t− x/v) (25)La puissane en un point x et un instant t est égale à la puissane en x = 0 retardée de x/v.exerie : Comment hanger la ondition aux limites en x = L pour que e qui vient d'être alulé restevalable à tout temps. Pourquoi parle-t-on de bouhons 50 Ω pour fermer les prises BNC?-pongL'analyse préédente est un peu insu�sante en e que sauf ondition limite partiulière en x = L ellene produit qu'une solution valable pour t < L/v. C'est su�sant pour une ligne in�nie (L = ∞) mais paspour une ligne �nie.On propose de ompléter ette analyse dans le as du problème

{
∂xu = −l ∂ti
∂xi = −c ∂tu ave u(0, t) = e(t) et i(L, t) = Z i(L, t)3



où le ourant terminal (en x = L) est lié linéairement à la tension (terminale) par Z un oe�ienthomogène à une résistane.
Z peut représenter une véritable résistane plaée en bout de ligne mais aussi bien d'autres hoses.Par exemple une ligne in�nie plaée au bout de la ligne �nie qu'on propose d'étudier : et alors le as

Z = z orrespond à elui d'une ligne in�nie dont on ne onsidère que le tronçon [0, L]. Le as Z = ∞orrespond à la ondition aux limites i(L, t) = 0 et le as Z = 0 à u(L, t) = 0.Pour omprendre l'analyse qui suit il faut remarquer :1. Si u(x, t) = z f(x− vt) ; i(x, t) = f(x− vt) sont solutions de ∂xu = −l ∂ti ; ∂xi = −c ∂tualors u(x, t) = z f(x+ vt) ; i(x, t) = −f(x+ vt) aussi ;2. toutefois les solutions u(x, t) = z f(x+ vt) ; i(x, t) = −f(x+ vt) appliquée aux onditions auxlimites u(0, t) = e(t) et i(L, t) = 0 onduisent à des onditions sur la tension soure e inaept-ables ;3. Par ontre si on avait donnée des onditions aux limites de la forme u(L, t) = e(t) et i(0, t) = 0'est plut�t es dernières solution qui auraient été aeptables et les premières inaeptables.En fait les solutions de la forme u(x, t) = z f(x+ vt) ; i(x, t) = −f(x+ vt) peuvent s'érire
u(−(−x), t) = z f(−((−x) − vt)) ; −i((−x), t) = f(−((−x) − vt))'est à dire sous la forme d'une onde qui se propage dans la diretion des x déroissants.La question de la reherhe d'une solution omplète onsiste déjà à omprendre quelle est la soured'émission des ondes qui se propagent dans le sens des x déroissants.Pour t < L/v et dans le as où t < 0 =⇒ e(t) < 0, omme on l'a déjà indiqué auparavant, lasolution omplète est : u(x, t) = e(t− x/v) ; i(x, t) = 1/z e(t− x/v) ave z =

√

l/c ; elle respetebien u(L, t) = Z i(L, t) puisque la tension et le ourant sont nuls.Pour t > L/v on a on�it entre la solution préédente pour laquelle u(L, t) = z i(L, t) alors que laondition aux limites demande u(L, t) = Z i(L, t).La résolution de e on�it se fait en supposant qu'une onde se propageant dans la diretion des xnégatifs est réée à partir de t = L/v et se superpose à la première onde.Ainsi pour t > l/v (et t < 2l/v omme on le voit plus loin) on a une solution de la forme
u(x, t) = e(t− x/v) + z g(x+ vt) ; i(x, t) = 1/z e(t− x/v) − g(x+ vt)où on trouve g en demandant que la ondition aux limites en x = L soit satisfaite soit

e(t− L/v) + z g(L+ vt) = Z(1/z e(t− L/v) − g(L+ vt))d'où
g(y) =

Z − z

Z + z

1

z
e

(
y − 2L

v

)e qui donne la solution, valable pour 0 < t < 2L/v,
u(x, t) = e

(

t− x

v

)

+
Z − z

Z + z
e

(

t− L

v
− L− x

v

)

; i(x, t) =
1

z

(

e
(

t− x

v

)

− Z − z

Z + z
e

(

t− L

v
− L− x

v

))On remarque que� Si Z −→ ∞ (la ligne est à vide) le oe�ient multipliateur, appelons le le oe�ient de ré�exion,
(Z−z)/(Z+z) de l'onde qui se rée pour que la ondition en x = L soit respetée vaut 1 ; ette onde,appelons là l'onde ré�éhie, est l'exate réplique de l'onde première, appelons là l'onde inident,mais se déplaçant en sens inverse.� Si Z = z on retrouve le résultat de l'exerie sur le iruit bouhon ; tout se passe omme si la ligneétait indé�nie ;� Si Z = 0 (la ligne est en ourt-iruit) le oe�ient de ré�exion est -1.
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Si maintenant on veut enore ompléter la solution pour qu'elle devienne valable au delà de t = 2L/vil faut aepter qu'une onde se propageant dans le sens des x positifs est réée au delà de e temps : ellea la forme h(t− 3L/v − x/v).On peut déterminer h en exigeant que la ondition à la limite u(0, t) = e(t) soit respeté. Tous alulsfaits on trouve la solution valable pour 0 < t < 3L/v

u(x, t) = e
(

t− x

v

)

+
Z − z

Z + z

(

e

(

t− 2L

v
+
x

v

)

− e

(

t− 2L

v
− x

v

))

i(x, t) =
1

z

(

e
(

t− x

v

)

− Z − z

Z + z

(

e

(

t− 2L

v
+
x

v

)

+ e

(

t− 2L

v
− x

v

)))et en ontinuant indé�niment ette analyse la solution générale est pour tout temps et si t < 0 =⇒ e(t) = 0

u(x, t) = e
(

t− x

v

)

+
∞∑

n=1

(−1)n
(
Z − z

Z + z

)n(

e

(

t− 2nL

v
− x

v

)

− e

(

t− 2nL

v
+
x

v

))

i(x, t) =
1

z

(

e
(

t− x

v

)

+
∞∑

n=1

(−1)n
(
Z − z

Z + z

)n(

e

(

t− 2nL

v
− x

v

)

+ e

(

t− 2nL

v
+
x

v

)))Cette solution peut-être exploitée pour dé�nir le omportement d'une ligne soumise à une tension soureet omportant une harge résistive Z a son autre extrémité.Mais e ne sera pas fait ii où l'objetif était juste d'introduire la partie de ping-pong entre émission(en x = 0) et ré�exion en x = L.exerie : aluler l'énergie totale évauée par la résistane Z dans le as où e(t) = 0 si t > 2L/v. Quee passe-t-il si ette dernière ondition n'est pas remplie ?Invariane par transformation de LorentzSi les variables x′ et t′ repèrent d'espae et le temps dans un référentiel en translation uniforme àla vitesse v par rapport à elui où l'espae et le temps sont repérées par x et t alors les relations dehangement de référentiel appelée � transformation de Lorentz � s'érivent
x′ = γ(x− v t) , t′ = γ

(
t− x v

c2

)
, γ = 1

q

1− v2

c2

⇐⇒ x = γ(x′ + v t′) , t = γ
(
t′ + x′ v

c2

) (26)La fontion
ϕ′(x′, t′) telle que ϕ′ (γ(x− v t),

(
t− x v

c2

))
= ϕ(x, t)

⇐⇒ ϕ(x′, t′) = ϕ
(
γ(x′ + v t′),

(
t′ + x′ v

c2

)) (27)est solution de
∂2
x′x′ϕ

′ − 1

c2
∂2
t′t′ϕ

′ = 0 (28)l'identité de forme entre (1) et (28) est la raison pour laquelle l'équation de propagation est dite invariantepar transformation de Lorentz.Éléments minimaux de relativité restreinteDans le référentiel R la position et le temps sont repérés par les variables x et t ; dans le référentiel Ren translation uniforme (de vitesse v) par rapport au référentiel R si les position et temps y sont repéréspar les variables x′′ et t′′ qui a priori sont liées à x et t par
x′′ = x− v t ; t′′ = t (29)Et don dans e as la fontion ϕ′′

ϕ′′(x′′, t) telle que ϕ′′(x− v t, t) = ϕ(x, t) (30)5



représente dans le référentiel R′ la même hose que e que la fontion ϕ représente dans le référentiel R.Si ϕ est solution de (1) et don de la forme (2) alors diretement
ϕ′′(x′′, t′′) = f(x′′ − (c− v) t′′) + g(x′′ + (c+ v) t) (31)où, e qui revient au même, ϕ′′ est solution de ((31) est solution des (32))
∂2
x′′x′′ϕ

′′ − 2v

c2 − v2
∂x′′t′′ϕ

′′ − 1

c2 − v2
∂2
t′′t′′ϕ

′′ = 0 (32)Si ϕ représente par exemple une onde aoustique, es résultats sont physiquement satisfaisants : siune onde progressive se propage à la vitesse c dans un référentiel R alors elle se propagera à la vitesse
c− v dans le référentiel R et en partiulier il existe � mur du son � pour v = c.Par ontre si ϕ représente une onde lumineuse, les résultats sont ette fois en ontradition ave lesexpérienes qui montrent que si une telle onde se propage à la vitesse c dans un référentiel, alors elle sepropagera à la même vitesse c dans tout référentiel en translation uniforme par rapport au premier.Il faut don admettre que les relations liant les variables repérant la position et la vitesse dans deuxréférentiels en translation ne sont pas (29) mais plut�t (26). C'est l'hypothèse de la théorie de la relativitérestreinte.exerie : Caluler la variation de fréquene due à l'e�et Doppler lassique, puis relativiste.Prodution d'onde életromagnétique :le dip�le élémentaire de HertzDi�érentes résultats sur les propriétés de l'onde életromagnétique d'un dip�le élémentaire deHertzÉquations des ondes életromagnétiquesDans un milieu de perméabilité magnétique µ0 et de permittivité diéletrique ǫ0 onstante, en utilisantla jauge de Lorentz

~∇ · ~a+
1

c2
∂tϕ = 0 (33)les potentiels veteur ~a et salaire ϕ sont solutions de

{
−~� ~a+ µ0

~j = ~0

−� ϕ+
ρ

ǫ0
= 0

(34)où les densités de ourant et de harges sont des données. Les hamps magnétique et életrique se déduisentdes potentiels par
~h =

1

µ0

~∇× ~a ; ~e = −∂t~a− ~∇ϕ (35)et sont les solutions du système de 1o ordre
~∇× ~e = −µ0 ∂t~h ; ~∇ · ~e+

ρ

ǫ0
= 0

~∇×~h = ǫ0 ∂t~e+~j
(36)Et �nalement, elles des solutions de (1)�(2) qui s'annulent à l'in�ni sont onnues, elles sont de la forme(potentiels retardés)

~a(t, ~x) =
µ0

4π

∫

E3

~j
(

t− |~x−~y|
c
, ~y
)

|~x− ~y| d~y3 ; ϕ(t, ~x) =
1

4πǫ0

∫

E3

ρ
(

t− |~x−~y|
c
, ~y
)

|~x− ~y| d~y3 (37)Il sera néessaire d'e�etuer des manipulations sur les oordonnées par la suite, les notations utiliséesseront alors onformes à elles du dessin : 6



φ

θ

r

x2

x3

x1







x1 = r sin θ cosφ
x2 = r sin θ sin φ
x3 = r cosφ







~kr = sin θ (cosφ ~k1 + sinφ ~k2) + cos θ ~k3

~kθ = cos θ (cosφ ~k1 + sin φ ~k2) − sin θ ~k3

~kφ = − sinφ ~k1 + cosφ ~k2Onde produite par un dip�le élémentaire de HertzUn ourant életrique parourt un brin de �l de longueur L à setion irulaire de rayon d, les souressont alors
~j(t, ~x) = i(t) ~k3

{
1/(πd2) si x2

1 + x2
2 < d2 et − L/2 < x3 < L/2

0 sinon
ρ(t, x) = q(t) (δ(~x, L/2) − δ(~x,−L/2))/(πd2)

(38)où � δ(~x, u) est la distribution de Dira dé�nie par : si ψ est une fontion test salaire dé�nie sur E3

∀ ψ :

∫

E3

ψ(~xδ(~x, u) dx3 =

{

ψ(x1
~k1 + x2

~k2 + u ~k3) si x1
1 + x2

2 < d2

0 sinon (39)� le ourant i le long du brin de �l et la harge életrique q des deux extrémités du brin sont liés par
dq

dt
= i (40)de manière que la ondition néessaire à e que la jauge de Lorentz (1) soit réalisée, i.e.

~∇ ·~j + ∂tρ = 0 (41)� ave le passage à la limite d, L −→ 0 lors du alul des potentiels.Bien entendu un tel système, qui peut être appelé � dip�le élémentaire de Hertz � n'est onevable quesur le papier : toutefois des antennes existant réellement peuvent être approhés par la superposition dedip�les élémentaires de Hertz et il se trouvent qu'elles ont un omportement très voisin de elui de leuromposant élémentaire.L'injetion de (6) dans (5) ave prise en en ompte de (8) onduit à l'expression des potentiels
|~x| >> L, d =⇒ ~a(t, ~x) ≈ µ0 L

4π
i

(

t− |~x|
c

) ~k3

|~x| ; ϕ(t, ~x) ≈ L

4πǫ0
(~x · ~k3)




q
(

t− |~x|
c

)

|~x|3 +
i
(

t− |~x|
c

)

c |~x|2



(42)Ces approximations satisfont exatement la jauge de Lorentz (1). Elles omportent des termes qui peuventse lasser en puissanes roissantes de 1/|~x|, su�samment loin de l'origine la puissane la plus faibledomine les autres et don il est intéressant d'introduire l'approximation (qui ne satisferait ette fois lajauge de Lorentz plus qu'à l'ordre 1) qui onsiste à ne retenir que les termes d'ordre 1 en 1/|~x| soit
~a(t, ~x) ≈ µ0 L

4π
i

(

t− |~x|
c

) ~k3

|~x| ; ϕ(t, ~x) ≈ L

4πǫ0
(~x · ~k3)

i
(

t− |~x|
c

)

c |~x|2
(43)L'injetion de ette expression dans (3) (toujours en éliminant lors du alul les termes d'ordre supérieurà 1 en 1/|~x|) donne l'expression des hamps magnétique et életrique

~h(t, ~x) ≈ − L

4π c

di

dt

(

t− |~x|
c

)
~x× ~k3

|~x|2 ; ~e(t, ~x) ≈ −µ0 L

4π

di

dt

(

t− |~x|
c

)
1

|~x|

(

~k3 −
~k3 · ~x
|~x|2 ~x

) (44)7



Les potentiels (11) ou les hamps (12) sont les approximation de l'onde életromagnétique émise pardip�le élémentaire de Hertz : es approximations sont valables � au loin � 'est à dire quand |~x| >> d, L.exerie : Il était un peu inutile d'introduire la dimension d dans la dé�nition du ourant élémentairedu dip�le de Hertz. Réérire une dé�nition en utilisant une fontion de Dira ad ho.Ondes planesL'onde � au loin � du doublet de Hertz peut enore être approximée : si
~x = X ~k1 + δ~x ave |~x| << X i.e. |X ~k1 + δ~x| ≈ X + δx1 à l'ordre 1 en |δ~x| (45)alors les hamps magnétique et életrique deviennent

~h(t, X ~k1 + δ~x) ≈ L

4π c X

di

dt

(

t− X

c
− δx1

c

)

~k2 ; ~e(t, X ~k1 + δ~x)) ≈ − µ0 L

4π X

di

dt

(

t− X

c
− δx1

c

)

~k3(46)et don ne dépendent plus que de δx1 la oordonnée selon la diretion ~k1 de δ~x.Si don
f (x) =

L

4π c X

di

dt

(

x− X

c

) (47)et 





~h′(t, ~x′) = f

(

t− x′1
c

)

~k2

~e′(t, ~x′) = −
√
µ0

ǫ0
f

(

t− x′1
c

)

~k3

(48)alors
~h(t, X ~k1 + δ~x) ≈ ~h′(t, δ~x) ; ~e(t, X ~k1 + δ~x)) ≈ ~e′(t, δ~x) (49)et �nalement (16) apparaît omme une approximation loale au voisinage de X~k1 de l'onde (12) ; sa formeest partiulièrement simple :� les hamps magnétique et életrique ont une diretion �xe (le premier ~k2, le seond ~k3) ;� leurs valeurs ne dépendent pas des oordonnées x′2 et x′3 ;� leurs valeurs à la oordonnée x′1 et au temps t sont elles qu'ils avaient à la oordonnée 0 et autemps t− x′1/c ; il y a don propagation dans la diretion ~k1.� le rapport entre les amplitudes des hamps életrique (V/m) et magnétique (A/m) est une quantité�xe

ν0 =

√
µ0

ǫ0
(50)appelée l'impédane aratéristique du vide (elle est homogène à un Ω).Une onde qui possède es propriétés est appelée une onde plane. La onsidération de e type d'ondepermet de déduire de grandes et belles hose mais il ne faut ependant pas oublier que l'onde plane n'ad'existene que omme approximation loale d'une onde plus ompliquée.Notamment une onde plane est ertes solution de (1)�(2) mais 'est une solution qui ne se met pas sousla forme (5) puisqu'elle n'a pas la propriété de s'annuler à l'in�ni : elle n'a en somme ni ommenement,ni �n.exerie : Il aurait été également possible d'introduire l'onde plane en utilisant une multitude de dip�lesde Hertz onvenablement répartis. Le faire.
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Puissane rayonnéeReprenons l'onde (12) dans le but de déterminer la puissane qu'il faut fournir pour faire passer unourant i dans le �l. Cette puissane ontribue à augmenter l'énergie életromagnétique dans tout l'espaeet don si ette énergie est
W (t) =

∫

E3

(
1

2
µ0 (~h(t, ~x))2 +

1

2
ǫ0 (~e(t, ~x))2

)

d~x3 (51)la puissane instantanée sera
p(t) =

dW

dt
(t) (52)Il n'est pas possible d'appliquer verbatim ette façon de proéder pare que (12) ne donne les expressionsde ~e et ~h qu'à des distanes où |~x| est très grand. Par ontre en introduisant une sphère de rayon Rentrée sur l'origine et en notant

D(R) = {~x ∈ E3 tq |~x| > R} (53)l'extérieur de ette sphère alors la partie de l'énergie életromagnétique totale (21) ontenue dans D est
WD(t, R) =

∫

D(R)

(
1

2
µ0 (~h(t, ~x))2 +

1

2
ǫ0 (~e(t, ~x))2

)

d~x3 (54)Si R >> L, d alors les expressions (12) de ~e et ~h peuvent être utilisées dans D(R) et don tous alulsfaits
WD(t, R) =

2π

3

√
µ0

ǫ0

L2

(2π)2 c

∫ ∞

R

(
di

dt
(t− r

c
)

)2

dr (55)Il y a exatement la même énergie dans D(t+ ∆t, R) que dans D(t, R− c ∆t), e qui porte à penser quela densité d'énergie se propage radialement à la vitesse c et qu'alors l'énergie (19)
W (t) = WD(t, 0) (56)de ette façon la puissane rayonnée par le dip�le élémentaire de Hertz à l'instant t est

P (t) =
2π

3

√
µ0

ǫ0

L2

(2π c)2

(
di

dt
(t)

)2 (57)Et don pour rayonnement monohromatique
i(t) =

√
2ℜ{I expiωt} (ω = 2πf =

2π

T
) =⇒ P =

1

T

∫ T

0

p(t) dt =
2π

3

√
µ0

ǫ0

L2

(cT )2
|I|2 (58)e qui permet d'exprimer la � résistane de rayonnement �

Rray =
2π

3
ν0

(
L

λ

)2 (59)où s'introduit la longueur d'onde λ = c T ainsi que l'impédane aratéristique du vide.Même si omme ela a été indiqué plus haut le doublet élémentaire de Hertz est une idéalisationd'antenne, le onept de résistane de rayonnement se transpose à des antennes réalisables et il permetde savoir quelle tension appliquer pour obtenir une puissane donnée.exerie : Comment interpéter la forme de la dépendane de la résistane d'antenne en fontion de lalongueur L du dip�le ?
9



Diretion de rayonnementLe rayonnement du dip�le élémentaire de Hertz se fait radialement mais pas de façon isotrope. Pourmettre ei en évidene ommodément il est intéressant d'introduire le veteur de Poynting. En partantde
dWD

dt
=

∫

D(R)

(

µ0
~h(t, ~x) · ∂t~h(t, ~x) + ǫ0 ~e(t, ~x) · ∂t~e(t, ~x)

)

d~x3 (60)par injetion direte des relations de Maxwell-Faraday, de Maxwell-Ampère, diéletrique et magnétique,en tenant ompte de e que D ne omporte auune soure, il vient
dWD

dt
=

∫

D(R)

(

−~h(t, ~x) · ~∇× ~e(t, ~x) + ~e(t, ~x) · ~∇×~h(t, ~x)
)

d~x3 (61)et don en utilisant suessivement la relation d'analyse vetorielle ~∇ · (~h× ~e) = ~e · ~∇×~h−~h · ~∇× ~e etle théorème de Green-Ostrogradsky
dWD

dt
=

∫

∂D(R)

~h(t, ~x) × ~e(t, ~x) · ~n(~x) d~x2 (62)où ∂D(R) = {~x tq ~x2 = R2} est le bord de D(R) et ~n(~x) = −~x/|~x| la normale sortante à e bord. dWD

dtest la puissane entrant dans WD à l'instant t, aussi peut-on aepter l'idée que le veteur de Poynting
s(~x, t) = ~e(~x, t) ×~h(~x, t) (63)soit tel que sa densité de �ux sur une surfae

p = s(~x, t) · ~n (64)représente la densité de puissane sortant par ette surfae et don que ette expression algébriquequanti�e la répartition de la puissane rayonnée totale par rapport aux diretions.En appliquant ela à la puissane sortant du omplémentaire de de D(R) (qui est l'inverse de lapuissane entrant dans D(R) et onduit à un hangement de signe de la normale), il vient, toujours enutilisant (12) ainsi que les oordonnées sphériques dé�nies au début de la leçon
p(θ, φ, t) =

1

4

√
µ0

ǫ0

L2

(2π c)2

(
di

dt
(t−R/c)

)2
(sin θ)2

R2
(65)dont l'intégrale sur le bord de la sphère est bien sûr la puissane totale (25)

∫ 2π

0

R dφ

∫ π

0

R sin θ dθ p(θ, φ, t) = P (t) (66)et qui indique que la puissane rayonnée ne dépend pas de la omposante suivant φ (e qui est ohérentave la symétrie axisymétrique du dip�le) et dépend de sin θ : don 'est prinipalement dans les diretionsorthogonales à la diretion ~k3 que rayonne le dip�le élémentaire de Hertz.exerie : Comment disposer des dip�les de Hetz a�n d'obtenir une meilleur diretivité d'antenne ?Émission et réeptionSi un brin de géométrie identique à elui qui a été dérit pour dé�nir le dip�le élémentaire de Hertzest situé à la position ~x et est dirigé suivant une diretion ~k ; si e brin est fait d'un matériau onduteurde l'életriité qui impose la loi d'Ohm en tous points du brin, alors le ourant induit sera
~ji(t, ~x) = σ (~e(t, ~x) + ~ei(t, ~x)) (67)10



où ~e est le hamp életrique (12) et ~ei est le hamp életrique induit dans le brin. Dans le as limite oùle brin est fait d'un matériau très onduteur alors
σ −→ ∞ et |~ji| <∞ =⇒ ~ei(t, ~x) = −~e(t, ~x) (68)le hamp életrique induit est onnu dans le brin : il s'oppose au hamp soure et rée don une di�érenede potentiel entre les deux extrémités du brin qui peut servir de signal d'entrée à un réepteur.Quantitativement ette di�érene de potentiel est (le hamp életrique ne varie presque pas sur lalongueur du brin)

V ≈ ~ei · L~k = −µ0 L
2

4π

di

dt

(

t− |~x|
c

)
(~x× ~k3) · (~x× ~k)

|~x|3 (69)Comme 'était prévisible, elle est maximale pour ~k aligné à ~k3 et ~x orthogonal à ~k3 et elle déroît enl'inverse de la distane qui sépare les deux brins.exerie : Une formule pratique utilisée dans une norme propose déterminer l'intensité du hampéletrique � au loin � dû au rayonnement d'une antenne estChamp életrique en V/m = 7
︸︷︷︸en √ d'Ohm √Puissane e�etive rayonnée en Wdistane à l'antenne en mette formule est-elle ompatible ave (69) ?L'onde plane : quelques éléments à onnaîtreDes solutions possibles des équations de Maxwell sans soures

~∇×~h = ∂t~d ; ~b = µ~h
~∇× ~e = −∂t~b ; ~d = ǫ~e
~∇ ·~b = 0 ; ~∇ · ~d = 0sans trop s'inquiéter de savoir e qui produit es solutions sont, dans le as où µ et ǫ sont uniformes danstout l'espae, de la forme

~h = h1(x3, t) ~e1 et ~e = e2(x3, t) ~e2 (70)où
∂3h1 = ǫ ∂te2(x3, t) et ∂3e2 = µ ∂th1(x3, t) (71)Les hamps magnétique et életrique solutions de e problème en tous points identiques à elles duproblème de la ligne életrique (voir texte sur la propagation en général) : ils forment e qui est appeléune onde plane.Il y a un inonvénient à utiliser l'onde plane. Elle n'existe pas ! En e�et elle orrespondrait par exempleà une énergie in�nie, e qui est quand même une bonne raison pour qu'elle n'est jamais été réée. Maispar ontre elle peut être utilisée omme forme approximative d'une onde qui existe e�etivement (voir leparagraphe ad ho dans le texte sur le dip�le de Hertz) et 'est ainsi qu'il faut l'appréhender : omme unintermédiaire pratique.Propagation, ré�exion et transmission en inidene normaleL'espae est partagé en deux milieux, les permittivité diéletrique et perméabilité magnétique sontalors des fontions de l'espae omme

ǫ(~x) =

{
ǫ− si x < 0
ǫ+ sinon ; µ(~x) =

{
µ− si x < 0
µ+ sinon (72)11



Une onde plane dirigée suivant ~e3 émise au temps t = −L/c par une soure située à x3 = −L se dirigevers l'interfae entre les deux milieux et il s'agit d'analyser e qui arrive lorsque l'onde atteint le plan deséparation des deux milieux.D'abord, avant le ontat (en t < 0) il y a une onde progressive, appelée onde inidente dans eontexte,
e2(x3, t) = −

√

µ−/ǫ− f(t− x3/c−) et h1(x3, t) = f(t− x3/c−) (73)où c− = 1/
√
µ−ǫ− est la vitesse de propagation dans le milieu � - � et où f est une fontion qui reèle laforme de l'onde plane.Ensuite, après le ontat (en t > 0), l'onde inidente se partage en une onde transmise au milieu �+�et une onde ré�éhie dans le milieu � - �. L'onde transmise a la forme générale

et2(x3, t) = −
√

µ+/ǫ+ g(t− x3/c+) et ht1(x3, t) = g(t− x3/c+) (74)Et l'onde ré�éhie, qui se propage dans la diretion des x3 déroissante,
er2(x3, t) =

√

µ−/ǫ− h(t+ x3/c−) et htr(x3, t) = h(t+ x3/c−) (75)Pour trouver les fontion g et h, il faut invoquer les relations de ontinuité des hamp et indutionéletrique et magnétique sur l'interfae séparant les deux milieux. Ii les omposantes tangentielles deshamps életriques et magnétiques se onservent (de manière que |∇ × ~e| < ∞ et |∇ × ~h| < ∞) à latraversée du plan. soit don, en x3 = 0,
e2(0, t) + er2(0, t) = et1(0, t) et h2(0, t) + hr2(0, t) = ht1(0, t) (76)d'où √

µ−
ǫ−

(−f(t) + h(t)) = −
√
µ+

ǫ+
g(t) et f(t) + h(t) = g(t) (77)soit enore

g(t) =
2
√

µ−
ǫ−

√
µ−
ǫ−

+
√

µ+

ǫ+

f(t) et h(t) =

√
µ−
ǫ−

−
√

µ+

ǫ+
√

µ−
ǫ−

+
√

µ+

ǫ+

f(t) (78)d'où vient que le oe�ient de transmission d'une onde inidente passant du milieu � - � vers le milieu� + � est
Ctransmission =

et2(0, t)

e2(0, t)
=

2
√

µ+

ǫ+
√

µ−
ǫ−

+
√

µ+

ǫ+

(79)et le oe�ient de ré�exion d'une onde inidente dans le milieu � - � à l'interfae du milieu � + � est
Cré�exion =

er2(0, t)

e2(0, t)
=

√
µ+

ǫ+
−
√

µ−
ǫ−

√
µ−
ǫ−

+
√

µ+

ǫ+

(80)exerie : le as de milieux non onduteurs de l'életriité et ependant magnétiques est bien rare,aussi a-t-on souvent µ− = µ+ = µ0, e qu'on hoisit ii. De plus la quantité n =
√
µǫ√
µ0ǫ0

porte le nomd'indie de réfration. Exprimer les oe�ients de transmission et de ré�exion en fontion des indies deréfrations.L'onde plane dans l'espaePour obtenir un peu d'aisane dans les formulations, il est utile de donner une forme générale à l'ondeplane. Le hoix fait ii est de dé�nir elle-i à partir de la donnée d'un veteur unitaire ~u de l'espae etd'une fontion ~f : R −→ R
3 satisfaisant à

∀t : ~u · ~f(t) = 0 (81)12



omme
~e(~x, t) = z ~f

(

t− ~x · ~u
v

)

; ~h(~x, t) = ~u× ~f

(

t− ~x · ~u
v

) (82)où z et v sont reliées aux propriétés diéletrique et magnétique du milieu où se propage l'onde planeomme
z =

√
µ

ǫ
; v =

1√
ǫ µ

(83)exeries : Montrer que les hamps életrique et magnétique ainsi dé�nis satisfont aux équations deMaxwellL'onde plane monohromatiqueSi la fontion ~f est sinusoïdale de pulsation ω, elle peut s'érire
~f(t) = ℜ{~F expi ω t} (84)où ~F est un veteur à omposantes omplexes. et alors

~e(~x, t) = ℜ







z ~F exp

(

iωt− iω ~x · ~u
v

)





; ~h(~x, t) = ℜ







~u× ~F exp

(

iωt− iω ~x · ~u
v

)





(85)soit, sous une forme plus ompate
~e(~x, t) = ℜ

{

~E exp
i
(

ωt− ~x · ~k
)}

; ~h(~x, t) = ℜ
{
~k × ~E

µ ω
exp

i
(

ωt− ~x · ~k
)} (86)en utilisant omme paramétrisation

~E = z~F l'amplitude omplexe du hamp életrique (pas de √
2 dans les ondes)

~k le veteur d'onde (homogène à l'inverse d'une longueur)
~k · ~E = 0 ontrainte sur ~E et ~kL'onde est alors quali�ée de monohromatique.L'onde plane monohromatique polariséeSi ∃ ϕ tel que ℜ{~E expi ϕ} = 0 alors l'onde plane monohromatique est dite polarisée linéairement.Dans le as ontraire elle est dite polarisée elliptiquement et elle peut être déomposée de façon nonunique en la somme de deux ondes polarisées linéairement

~e(~x, t) = ℜ
{

~E exp
i
(

ωt− ~x · ~k
)}

= ℜ
{

~E1 exp
i
(

ωt− ~x · ~k
)}

+ ℜ
{

~E2 exp
i
(

ωt− ~x · ~k
)}exeries : prouver es résultats en passant en omposantes.Ré�exion et RéfrationL'espae est séparé en deux domaines par un plan, pour ~n un veteur normé

~x · ~n = 0 le plan ∂D
~x · ~n > 0 le demi-espae supérieur D+

~x · ~n < 0 le demi-espae inférieur D−13



Les domaines D+ et D− dé�nissent deux milieux
ǫ =

{
ǫ0 dans D+

ǫ1 D−
; µ =

{
µ0 dans D+

µ1 D−
−→ n =

{
n0 = c

√
µ0 ǫ0 dans D+

n1 = c
√
µ1 ǫ1 D−Il existe une onde monohromatique dans l'espae qui, si les deux milieux d'en formaient qu'un (ǫ1 = ǫ0et µ1 = µ0), prendrait la forme

~ei(~x, t) = ℜ
{

~Ei exp
i
(

ωt− ~x · ~ki
)}

; ~hi(~x, t) = ℜ
{
~ki × ~Ei

µ0 ω
exp

i
(

ωt− ~x · ~ki
)} (87)La question est de savoir quel est le système d'onde dans le as où les deux milieux sont di�érents (

ǫ1 6= ǫ0 et µ1 6= µ0). Et la réponse à ette question est qu'il y al'onde (18) dite inidente dans l'espae D+l'onde (19) ré�éhie D+l'onde (20) réfratée D−

~er(~x, t) = ℜ
{

~Er exp
i
(

ωt− ~x · ~kr
)}

; ~hr(~x, t) = ℜ
{
~kr × ~Er

µ0 ω
exp

i
(

ωt− ~x · ~kr
)} (88)

~et(~x, t) = ℜ
{

~Et exp
i
(

ωt− ~x · ~kt
)}

; ~ht(~x, t) = ℜ
{
~kt × ~Et

µ1 ω
exp

i
(

ωt− ~x · ~kt
)} (89)et don le système d'onde

(~e,~h) =

{

(~ei + ~er,~hi + ~hr) dans D+

(~et,~ht) D−
(90)où il faut assurer les onditions de ontinuité de

~e× ~n le hamp életrique tangentiel
ǫ ~e · ~n l'indution életrique normale
~h× ~n le hamp magnétique tangentiel
µ ~h · ~n l'indution magnétique normaleà la traversée du plan ∂D.exerie : ompter le nombre d'inonnues et le nombre d'équations.L'analyse de e problème onduit d'abord à� les veteurs ~kr et ~kt sont dans le plan d'inidene (~ki, ~n)� ~kr le veteur d'onde de l'onde ré�éhie est ~kr = ~ki−2(~n·~ki) ~n (angle d'inidene = angle de ré�exion)� ~kt × ~n = ~ki × ~n (loi de Snell-Desartes)e qui permet de faire un dessin dans le plan

~n
D+
D−
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et d'établir les rapports (on a posé µ1 = µ0)Si ~Ei perpendiulaire au plan d'inidene, de module Ei il vient alors que ~Er et ~Etde modules Er et Et sont alignés et
Et

Ei

=
2 n0 cos i

n0 cos i+
√

n2
1 − n2

0 sin i2
;
Er

Ei

=
n0 cos i−

√

n2
1 − n2

0 sin i2

n0 cos i+
√

n2
1 − n2

0 sin i2Si ~Ei parallèle au plan d'inidene, de module Ei il vient alors que ~kr × ~Er et ~kt × ~Etde modules |~kr| Er et |~kt| Et sont alignés et
Et

Ei

=
2 n0 n1 cos i

n2
1 cos i+ n0

√

n2
1 − n2

0 sin i2
;
Er

Ei

=
n2

1 cos i− n0

√

n2
1 − n2

0 sin i2

n2
1 cos i+ n0

√

n2
1 − n2

0 sin i2Il y a deux phénomènes essentiels à onnaître qui dépendent des formules préédentes.Angle de BrewsterDans le as d'une onde plane monohromatique polarisée de manière que le hamp életrique soitparallèle au plan d'inidene, on remarque que si l'angle d'inidene est iB tel que
n2

1 cos iB − n0

√

n2
1 − n2

0 sin iB
2 = 0 =⇒ tan iB =

n1

n0il n'y pas d'onde ré�éhie.On peut utiliser e fait pour fabriquer une onde polarisée linéairement.Ré�exion interne totaleSi on reprend la loi de Snell-Desartes
sin t =

n0

n1
sin ion voit que si n0 > n1 alors l'angle t esse d'être réel pour

i > arcsin n1/n0Grossièrement, on peut dire n'y pas d'onde réfratée et don que l'onde inidente est totalement ré�éhie.Prinipe de FermatL'examen de la loi de Snell-Desartes montre qu'une onde plane n'a pas une diretion onstantelorsqu'elle se propage dans un milieu d'indie de réfration variable 'est à dire tel que
n : E3 −→ R

~x −→ n(~x)
(91). Le prinipe de Fermat permet de aluler ette diretion de façon automatique.Si le hemin par lequel passe l'onde est paramétrisé par ~X∞(s) ; si e hemin passe par deux points

~x0 et ~x1 et que
V = { ~X(s) tq ~X(0) = ~X0 et ~X(1) = ~X1} (92)alors
~X∞ = argmin

~X

∫ 1

0

n
(

~X(s)
)
∣
∣
∣
∣
∣

d ~X

ds
(s)

∣
∣
∣
∣
∣
ds (93)'est à dire que le hemin qu'empruntera l'onde pour aller de ~X0 à ~X1 est elui qui minimise la fontionnelle

∫ 1

0
n
(

~X(s)
)

|d ~X
ds

(s)| ds qui, ompte tenu que l'indie de réfration est le rapport de la vitesse de la lumièredans le milieu à la vitesse de la lumière dans le vide, n'est rien d'autre que le temps que met l'onde pouraller d'un des points ~X0 ou ~X1 à l'autre multiplié par la vitesse de la lumière dans le vide.15



exerie : Retrouver la loi de Snell-Desartes simple à partir du prinipe de Fermat : en dimension 2puis 3.La ondition néessaire d'extréma de (24) est
d

ds

(

n( ~X(s))
~̇X(s)

| ~̇X(s)|

)

= ~∇n( ~X(s)) | ~̇X(s)| ; d ~X
ds

= ~̇X(s) (94)qui omplétée par les onditions aux limites (23) onstitue un problème d'équations di�érentielles or-dinaire dont la résolution éventuellement numérique ne pose pas de problèmes partiuliers (mais il estprobablement préférable de diretement minimiser la fontionnelle après avoir disrétisé la trajetoire surune base d'éléments �nis).exerie : Montrer omment utiliser le prinipe de Fermat pour le problème de l'orientation d'uneantenne a�n d'envoyer une onde d'un point du globe à un autre en supposant que l'indie de réfrationest une fontion de l'altitude (déroissante).Ré�exion par une surfae métalliqueLa renontre d'une onde plane ave un domaine onduteur parfait (ondutivité életrique in�nie)de l'életriité peut être dérite en onsidérant que le hamp tangentiel életrique total à l'intérieur dudomaine doit être nul : sinon il y aurait un ourant életrique in�ni le long de e onduteur.exerie : Construire l'onde ré�éhie en inidene oblique et en traitant les deux as qui se présentent.
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