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1 Le probléme le plus simple de calcul des variations

V est I'ensemble des fonctions d’un argument réels, a valeurs réelles, définies sur le segment [0, 7] et
dont les valeurs en 0 et T sont prescrites

V = {z € C1([0,T]) telle que z(0) = 0;z(T) = X} (1)

ou C1([0,T]) représente les fonctions dérivables une fois dans l'intervalle [0,7] et dont la dérivée est
continue dans cet intervalle. L est une fonction & valeur réelle comportant trois argument réels (ou encore
un seul argument qui est un vecteur a trois composantes réelles)

L : R? — R
(u,v,w) — L(u,v,w)

(2)

qui est dérivable une fois par rapport a chacun de ses trois arguments. Il est possible de faire correspondre
a chaque fonction z de V un nombre réel S(x) défini par

S(z) = /O L(x(t),5(t),t) dt (3)

ol

. . x(t+0t) — x(t)

#(t) = éggo ot

suivant la notation de Newton pour la dérivée. La notation de Leibnitz (2/(T') plutot que #(t)) n’est pas

utilisée et doit étre proscrite ici ou le fait d’ajouter un prime & une fonction aura autre signification.
Une fonction a valeur réelle mais et dont ’argument est une fonction (et non pas une valeur, fut-ce la

valeur d’un vecteur de plusieurs élements comme L)
S :V — R

’ , (4)
r — S(z) :/ L(xz(t),z(t),t) dt
0
vient d’étre définie. Une telle fonction s’appelle une fonctionnelle et il s’agit maintenant d’introduire
quelques éléments utiles pour manipuler les fonctionnelles.
Plus précisément, en accord avec le titre de ce texte, I'objectif final est de résoudre le probléme
(probléme le plus simple du calcul des variations)

trouver o, € V telle que Vx € V alors S(x4) < S(x) (5)

mais autant prévenir un lecteur pressé, on n’épuisera pas le sujet ; loin de la!

1.1 Rappel sur les extrema de fonctions réelles a valeurs réelles

Soit une fonction réelle & valeur réelle f dérivable une fois; le ou les nombre(s) réel(s) o dont on
puisse dire que
Ve eR: f(zs) < f(x) (6)

s’appellent les arguments minimisant de la fonction f; la valeur f(z.,) s’appelle le minimum de f.
Supposons qu’un ou plusieurs tel(s) nombre(s) x, existe(nt) ; alors (6) peut étre réécrite comme

V' e R: f(1s) < f(Too + 1) (7)

ol une simple translation x = x,, + 2’ a été faite, quantificateur portant maintenant sur z’. En notant
differemment 2’ par dz (le 0 suivi d’un symbole étant la marque d’un nouveau symbole, dont la nature est
la méme que le symbole qu’il préfixe, qui est destiné a devenir petit sans toutefois s’annuler complétement)
pour des raisons qui vont apparaitre tout de suite, (7) peut étre transformée en

(T +02) — f(2s0) [T +02) — f(2s0)

Voxr >0 : 5 S

>0 et Yoz <O0: <0 (8)



Si f est dérivable, i.e. la limite suivante a un sens pour tout x

. fla+ox) - f(2)
%@) n 5alnlin>o dx

alors le passage (9) a la limite peut étre appliqué a (8); ce qui entraine que

f (oo +61) — f(2s0) f (oo +01) = f(2s0)

lim >0 et lim <0
oxr — 0 ox or — 0 o (10)
ox >0 ox <0

Si donc f est dérivable en x, les limites a gauche et a droite de (10) coincident et il vient

d d
0< Ty 0= Ty =0 (1)

Sous réserve que la fonction f soit dérivable en tout point, si il existe un x., satisfaisant a (6) alors ce
point satisfait a (11).
Mais bien siir il peut exister des points satisfaisant a (11) qui ne satisfont pas a (6) : ces points peuvent
étre
— autre chose que des arguments minimisant de la fonction f;
par exemple des arguments maximisant (0 pour f(z) = —?), ou encore des points d’inflexion (0
pour f(z) = 2
— des arguments minimisant f seulement localement ;
par exemple si f(z) = [; u(u— 1)(u — 3)du alors les ., solution de (11) sont 0, 1 et 3; 0 est un
argument minimisant de f si on limite I'étendu de recherche des minima a x < (8 —+/10)/3 —1/100
par exemple mais pas pour la droite réelle entiére; c’est 3 qui est I’argument minimisant dans ce
dernier cas.
(11) est une condition nécessaire & (6) mais ce n'est pas une condition suffisante.

Condition suffisante Pour trouver une condition suffisante il faut pousser plus loin I’analyse mais
ce ne sera pas fait dans le cadre de ce paragraphe introductif dont 1'unique fonction est de rappeler le
raisonnement qui méne a la condition nécessaire pour la minimisation d’une fonction réelle a valeur réelle
dérivable une fois.

Sous-gradient D’autre part on a supposé que la fonction f était différentiable pour trouver la con-
dition nécessaire (11); mais si on la suppose différentiable seulement par morceaux (i.e. la fonction est
différentiable en général mais il existe un nombre fini de points pour lesquels elle ne I'est pas de facon
bénigne : les limites a gauche et a droite de (8) existent mais elle ne coincident pas) alors on peut encore
trouver une condition nécessaire pour qu'un point de discontinuité de la dérivée soit un argument min-
imisant de la fonction en exprimant que la dérivée & gauche est négative alors que la dérivée a droite est
positive.
Une continuation de cette analyse meéne a I’idée de sous-gradient qui ne sera pas introduite ici.

1.2 Extrema de fonctions a plusieurs arguments réels et a valeurs réelles

Soit une fonction f a N arguments réels et a valeur réelle, on la note
. RN
f R — R (12)
(x1,...,2n) — f(z1,...,2N)

'objectif est de formuler une condition nécessaire analogue a (11) pour le probléme de trouver des jeux

de nombres (29°,...,2%) (la marque du minimum oo est placée en exposant pour ne pas la confondre
avec les indices des variables : rien & voir avec une quelconque puissance) tels que
V(xy,...,on) €RY : f(as°, ..., 2%) < flag,...,oN) (13)

Mais au préalable il est nécessaire de discuter du sens a donner a la dérivabilité de f, ce qui va étre
fait tout de suite.



1.2.1 Non adéquation des fonctions partielles

A partir de la fonction (12) on peut définir les N fonctions partielles

fn s R — R

14
y — f(xla"'7xn—17y7xn+1a"'7xN) ( )

et déja demander que ces fonctions partielles soient dérivables une fois en tous points, ce qui permet de
définir la dérivée partielle de la fonction f par rapport a la variable située & la position n dans la liste

d’arguments de (12) comme
Cdfn, L flzy, . xny + 02y, ... xn) — f(T1, . Ty, TN)
N d_y(y) N 61{}20 0%y, (15)

0nf(x1, c. .,ZL‘N)

Autant le reconnaitre tout de suite, les fonctions partielles ne sont pas trés utiles ; et leur considération
peut méme étre source d’erreur.

Par exemple si la fonction f est telle que f(x1,22) = x124 les fonctions fi(y) = f(y,0) =y x0=0et
fo(y) = f(0,y) =0 x 0 = 0 porteraient rapidement & penser que f(z1,22) = 0; ce qui est faux.

Méme si on évite ce premier piége (d’accord il est grossier), la question de la continuité introduit une
nouvelle source d’erreur.

Par exemple si
T122

flar,20) = { x} + 23

0 si ZL‘1:IL'2:O

si. 1 # 0 ou (inclusif) xo # 0

on voit que f1(y) = fo(y) = 0 d’ott on supputerait rapidement que les fonctions partielles étant constantes
elles sont aussi continue et donc que la fonction f devrait étre continue; ce qui est faux : f(z,x) = 1/2
pour z # 0 et f(0,0) = 0.

Encore un piége qui est lié d’ailleurs au manque d’une définition de la continuité pour les fonctions a

plusieurs variables ; celle-ci pourrait étre qu’une fonction (12) est continue au point (0, ..., 0) si la fonction
est continue en ¢ = 0 pour toutes valeurs de xy,...,xy.

Alors ainsi on pourrait étendre cette définition a la dérivabilité. La fonction (12) serait dérivable au
point (0,...,0) si la fonction (16) est dérivable en ¢ = 0 pour toutes valeurs de x1,...,zy.

Cette définition existe, ¢’est la dérivée directionnelle ou de Géteaux et elle contient (jamais deux sans
trois) encore un piége. Par exemple pour

1 si 0<zp<a?
0 si 2o <0ouuaf <

[z, 32) = { (17)

la fonction (16) est ¢(t) = 0 qui est continue et méme dérivable aux sens précédents.

Et pourtant la fonction ¢ (u) = f(u,u?/2) n’est pas continue (elle vaut 1 partout sauf en u = 0 ou
elle vaut 0. C’est une drole de continuité.

Si on enléve la définition de la continuité pour en trouver une autre qui fasse que cette fonction ne
soit plus continue, elle reste cependant dérivable au sens de Gateaux et on trouverait une fonction non

continue mais cependant dérivable.
Le moins qu’on puisse penser est que le terrain est miné. On a donc le choix entre

1. rester dans le champ de mine et tenter de définir des chemins de passage en raffinant un peu les
définitions ;
2. sortir du champ de mine et le contourner.

C’est la seconde solution qui est préférée dans ce petit cours.



1.2.2 Geéométrisation

Les problémes évoqués dans le paragraphe précédent sont tous liés a l'introduction des fonctions
partielles et leurs épigones que sont les dérivées partielles.

C’est cela qu’il s’agit d’éviter et pour I’éviter on peut grouper les N variables xq,...,xy réelles en
une seule dont la nature sera d’étre vectorielle. Pour cela on introduisant le vecteur

f:$1€1+...+$N€N (18)

d’un espace vectoriel Ey & N dimensions dont les z,, sont les coordonnées dans la base é7,.. ., €y.
Plutot que d’introduire une fonction de N variables comme (12) on introduit une fonction de I’espace
Ex comme

F : Exn — R
P P (19)
et la correspondance entre les deux fonctions est que
f([L‘l,...,l‘n,...,ZL'N):F($1€1+...+$N€N) (20)
Si une fonction F'(Z) est donnée on trouve une fonction f(xq,...,xy) par (20); ce qui n’est possible

que dés lors qu'une base particuliére est spécifiée.

Un changement de base change également la correspondance (20). Ce qu’on veut dire par 1a est qu’un
vecteur particulier d’'un espace vectoriel Ey ne dépend pas de la base choisie dans cet espace ; aussi si on
donne une fonction comme (19), il lui correspond un trés grand nombre de fonctions comme (12), autant
que de bases possibles dans Ey.

Inversement si on donne une fonction comme (12), par (20) il lui correspond un grand nombre de
fonctions comme (15), autant que de bases possibles dans Ey.

Ce dernier inconvénient, que Postnikov avoue franchement ne pas savoir réduire |7, p 39|, empéche
d’algébriser complétement la géométrie (i.e. faire de la géométrie la géométrie analytique) et inversement
aussi de géométriser complétement ’algebre.

Toutefois si on renonce a jamais changer de base, il est facile d’oublier I'inconvénient et de raisonner
dans 'espace Ey plutot que dans RY. Et c’est ce qui va étre fait.

La question est d’introduire la continuité puis la dérivation de la fonction F' par rapport au vecteur .
Pour cela il faut d’abord munir ’espace vectoriel £y d’un moyen de mesurer les longueurs des vecteurs,
c’est a dire d’'une norme.

La norme est une application du type (19) qu’on note cependant un peu différemment

e o — ' o)
et qui a pour propriété

17| > 0 et |7 =0 <= &F=0

[1AZ]] = [A[]] ]| (22)

17+ g1 < [[Z]| + [|71]
[’espace vectoriel £y muni d’'une norme est appelé un espace vectoriel normé ou plus simple un espace

normé et sur les espaces normés il est possible d’introduire déja une définition saine de la continuité puis
de la dérivation de fonctions.

1.2.3 Continuité dans un espace normé

On peut reprendre la définition formelle de la continuité, i.e. F' est continue au point Z si

Ve > 0,3v > 0 tel que ||7 —¢|| <v = |F(Z) — F(y)| <e¢ (23)

—

Cela régle la question de la continuité de la fonction (17) : elle n’est pas continue en Z = 0&; +0&; = 0.

Pour le montrer il suffit de choisir ¢ < 1; alors pour tout v donné le vecteur ¢ = 2(y/1+v/2 —
ne/llel + (V1+v/2 —1)%ey/||é]| est tel que F(if) = 1 et on a aussi || — Z|| = ||7]] < 2(y/1+v/2 —
1)+ (y/1+v/2—-1)>=v/2 < v d’ou il sensuit que I'implication est fausse.

On n’a pas eu besoin d’expliciter la norme pour obtenir ce résultat ; la définition des propriétés (22)
de celle-ci a suffit.



1.2.4 Dérivée au sens de Fréchet dans un espace normé

Une fonction (19) dérivable au sens de Fréchet est une fonction qui peut étre écrite

F(Z+ 7)) = F(Z) + VF(Z)(6Z) + o(||62]]) (24)
ol .
y — VE@)()
est une application linéaire par rapport & son argument ¢/, i.e. telle que
VF(#)(\) = \VF()(7) )
VFE(@)(y+ 2) = VF(Z)(y) + VF(Z)(2)
et ou
0 R — R
u — o(u) (27)
est une fonction réelle a valeur réelle qui a la propriété
lim M =0 (28)

u—0 U

Si on revient aux coordonnées par (18) I'application linéaire (25), comme toute application linéaire
en dimension finie, est représentée par les IV coefficients «,, de maniére que

VE(Z) (181 + ...+ ynén) = oays + ... + anyn (29)

En choisissant dans (24) un vecteur
0T = dxp€), (30)

et en utilisant (20) cette formule (24) se transforme en
fQ@y, . an +6an, . on) = f(@1, . @0, 2N) + Qb + o[z |€]]) (31)
On peut alors écrire

flzy, .oy + 02y, ... ,xn) — f(T1,. ., Tpy ooy TN)
0%y,

o(|0n][|€nl])
Alieal

o, = + ||€n]| (32)
et par passage a la limite, prenant en compte que ||€,|| est une quantité finie et la définition (15), on
trouve

= 0Opf(x1,...,2N) (33)

Le coefficient «, de l'application linéaire (25) exprimée en coordonnées est la dérivée partielle de la
fonction & plusieurs variable définie par (21) a partir de la fonction a argument vectoriel (19).

On rejoint le champ de mine précédent. Mais cette fois ci on dispose d’une poéle a frire! En effet il est
exclu que le coefficient vy, soit mal défini comme il le serait si la dérivée partielle 0, f(x1, ..., zx) n’était
pas continue au point (z1,...,zy).

Pour résumer, si une fonction (19) dont le domaine de définition est un espace normé est dérivable
au sens de Fréchet en un point Z, i.e. on peut écrire (24), alors c’est que la fonction & plusieurs variables
définie par (20) a ses dérivées partielles (15) continues.

1.2.5 La condition nécessaire de minimum

Il est maintenant possible de répéter le raisonnement déja fait pour une fonction réelle d’'un argument
réel pour le probléme qui consiste a chercher 7, tel que

Vi€ By : F(#x) < F(7) (34)

dans le cas ou F est une fonction différentiable au sens de Fréchet (i.e. on peut écrire (24)).

6



D’abord on récrit (34) en faisant subir a ¥ une translation : on cherche Z, tel que
VoZ € Ey : F(Zy) < F(Zy + 07) (35)
Ensuite on exploite la différentiabilité de F' en & ce qui permet d’écrire
Vo7 € Ey : F(Zy) < F(Zy) + VF(Zx)(0Z) + o(]]62]]) (36)

soit donc
Vox € En : —o(||07]]) < VF(Z)(07) (37)

Puis, comme (37) doit étre vérifié pour tout 07, elle doit I’étre également pour son opposé alors, en
divisant par ||dZ||, on peut écrire encore

of[67]) _ 1

Yor € Ex : —
CEEN T S T

VF(2.0)(67) = VF(7.) (HgH) < O<\‘||5§|||) (38)

Et finalement, en utilisant la définition (28) qui est demandée pour la fonction o, on obtient par
passage a la limite

57
Vor e Ex:0< lim VF foo — | <0 39
N sl —o (7o) (II5$I|) (@9)

Or le vecteur §Z/||0Z|| est de norme 1; cette condition (39) s’écrit encore
VZ' € Ey tel que ||Z]| =1: VF(Z)(@) =0 (40)

c’est a dire que 'application linéaire (25) doit étre a valeur nulle pour tout argument dont la norme est
1.

Si I'application linéaire n’était pas nulle alors il existerait y # 0 tel que VF(Z«)(y) # 0; comme
'application est linéaire on aurait alors VF(Z)(¥/||y]]) # 0, ce qui est contradictoire avec (40).

Il faut donc pour que Z, soit une solution de (34) que

VF(T) =0 <= VYne{l,...,N}: 0. f(z, ..., 23) =0 (41)

Condition suffisante La condition (41) n’est que nécessaire. Pour trouver une condition suffisante il
faudrait pousser un peu plus loin I'analyse, mais ce ne sera pas fait pour les mémes raisons que dans le
paragraphe de la recherche des conditions nécessaires des fonctions réelles a variable réelle.

1.3 Traitement du probléme le plus simple du calcul des variations

Les problémes (5) et (13) différent de ce qu'une fonction a plusieurs variables ne comporte qu’'un
nombre fini d’arguments alors qu’une fonctionnelle en comporte une infinité : autant de que de points
dans le segment ]0, T7[.

Mais si on oublie cette différence, et qu’on accepte donc de traiter le probléme (5) sans trop de
précautions, on peut faire immédiatement un traitement analogue au traitement du probléme (36). Et
c’est ce qu’on va faire dans ce paragraphe.

1.3.1 Transformation du probléme de départ

Tout d’abord I'espace V (1) n’est pas un espace vectoriel. Par contre 'espace
Vo = {z € C1([0,T]) telle que x(0) = 0;z(T) = 0} (42)
en est un. On peut alors considérer tout élément de V comme la superposition

Xt
xGV(z)x(t):Ter(t)oﬁyGVo (43)



A ce changement de variable correspond un changement de fonctionnelle comme

T
Xt . X
g = [ £ (s0+ i+ 30) a (14
; T T
de maniére que
Xt\ .
Sta) = (=7 () ite)e) (45)
ou on note F(f(t)) = f pour pouvoir abstraire une expression de sa variable et en faire ainsi une
fonction. Par exemple si 2 est une expression F(z?) est le nom de la fonction : R — R :ona

u —>U2

F(2%)(u) = u?.
Pour simplifier ce qui suit on peut encore introduire la nouvelle fonction

X X
L(u—i—Tw,ijT,w) = p(u,v,w) (46)

et écrire alors T
Tw = [ olu®.o(0). 0y (47)
0
Le probléme (5) se transforme alors en

trouver Y., € V, telle que Vy € Vy on a J(yoo) < T (y) (48)

et Yoo connue il est possible de trouver z,, par (43).
L’intérét de cette transformation est bien sir de pouvoir travailler dans I'espace vectoriel Vy plutot
que dans ’espace (on a envie de penser affine et c’est cela) V.

1.3.2 Norme, continuité et différentiabilité

Une norme sur le modéle de (21) peut étre formellement décrite, soit

= v — R (19)
y  — |yl
qui a pour propriété
l|z|| >0 et ||z||=0 <= 2=0
[1Az]| = |Alf|[] (50)

|z +yll < [l + Iyl

On introduit ensuite une définition de la continuité sur le modeéle de (23) : J est continue en x si
Ve >0,3v >0 tel que ||z —y|| <v=|T(z) = T(y)| <e (51)

Et enfin on introduit la dérivée sur le modéle de (24) : une fonctionnelle J est dérivable au sens de
Fréchet si

Iy +6y) = T (y) + VI (y)(dy) + o(|[oy][) (52)
ou VI -
y) W o —
53
: — VIWG) 53)
est une fonction linéaire de son argument z, i.e. telle que
VI (1)(A2) = AVI (1) (2 )

VI W)z +u) =VIy)(z) + VI (y)(u)

et o 0 a la propriété (28).



1.3.3 Le choix de la norme

Une propriété intéressante de la norme en dimension finie était que toutes les normes y sont équiva-
lentes.

Cela signifie que si on donne 2 normes différentes || || et || || alors on peut trouver deux nombre « et
[ strictement positifs tels que pour y on ait
allyll < [lyll" < Bllyll (55)

Et une utilisation de cette propriété est que la notion de limite ne dépend pas alors de la norme
utilisée. Si par exemple on introduit une suite y,, alors

lim y, =0 (56)
se traduit en utilisant la norme || || par
Ve > 0,IN >0 tel que n > N = ||y,]| < € (57)
et donc
Ve > 0,3N > 0 tel que n > N = ||y,|| < e = ||yl < €/8 (58)
qui s’écrit encore
Ve' > 0,IN" >0 tel que n > N' = ||y,||' < € (59)

c’est a dire que la suite y,, converge aussi en utilisant la norme || ||’.

En dimension finie, on peut donc se dispenser de préciser quelle norme est utilisée; puisque toutes
conduisent aur méme résultat.

Ce n’est plus vrai en dimension infinie, comme le montre la comparaison de ces deux normes dans V) :

||y||:\/ [ a ||y||’=\/ [ (20) « (60

(|| || est bien une norme parce que si la dérivée de y est nulle dans [0, 7] alors y est une constante, mais
dans Vy cette constante ne peut qu’étre nulle puisqu’on a y(0) = y(T") = 0.) sur la fonction de V,

un(t) = %sin (Nt/T)) (61)

On a

T 272
lynll = 575 et llynll = (62)

2N? T
d’ott on retire que les fonctions hm yn sont bien différentes en utilisant 'une ou 'autre de ces deux
N—
normes : pour || || ¢’est la fonction nulle pour || || on n’en sait rien.
En dimension infinie, on ne peut pas se dispenser de préciser quelle norme est utilisée; elles ne
conduisent pas toutes au méme résultat.

1.3.4 Inégalité de Poincaré

Le résultat selon lequel I’étude des espaces de fonctions suppose dépend de la norme qu’on utilise est
bien ennuyeux ; mais c’est le probléme du grand chapitre de ’analyse fonctionnelle et pas vraiment celui
de ce petit paragraphe que constitue le calcul des variations.

Pour sortir de ce mauvais lieu, on dispose en effet de I'inégalité de Poincaré qui permet de trier les
normes parmi celles qui peuvent étre utiles pour le calcul des variations.

Cette inégalité s’écrit

T T 2
Vo donné : 35 > 0 tel que Vy € Vo,/ (y(t)* dt < ﬁ/ (%(t)) dt (63)
0 0

et elle peut se démontrer en décomposant les éléments de Vy en série de Fourier (aprés avoir montré que
c’était possible et donc fait de ’analyse fonctionnelle) ce qu’on n’a pas l'intention de faire ici puisque
cette inégalité sera démontrée ailleurs et dans un cadre plus général.

On voit ainsi que la norme la plus “dure” entre || || et || ||" (60) est bien || ||" comme le portait & penser
’exemple (61).



1.3.5 Différentiation de fonctionnelle

On a maintenant tous les éléments utiles pour calculer effectivement V7 (y) quand J est définie par
(47).
D’abord, on utilise la norme || ||" de (60) ce qui permet d’affirmer que

do
Yoy € Vo : ||0y] — 0 =Vt € [0, T], dy(t) — 0 et d—f@) —0 (64)
ce qui ne serait pas vrai avec la norme || || comme le montre ’exemple (61).
On peut maintenant chercher a calculer explicitement
T
T+ 30 = [ olu®)+59(e).5(0) + 53(e).1) (65)
0

en exploitant le fait que la fonction & trois variables p est supposé différentiable (i.e. elle admet trois
dérivées partielles continues par rapport a ses trois arguments), car en effet avec (64) on est assuré que
dy(t) est petit.

On trouve alors

Tly+8y) = / py(),i(8), 1)

FOup(y (). 5(E). DSy (t) + Buplu(t), §(8). )3 (2) (66)
oll|By(t), 83(0)||m) dt
ol on note
o)l (67)

la norme du couple (u,v) figurant un vecteur dans Fj.
Il reste encore a affirmer qu’on peut trouver une fonction o’ telle que

O/(Iléyll/):/0 o([[(0y(t), 6y()|e,)  dt (68)

pour que (66) se trouve mis sous la forme (52) avec

T
VI (y)(dy) = / Op(y(t), y(t), t)oy(t) + Gap(y(t), y(t), )oy(t)  dt (69)
0
et que la différentielle V.7 (y) au point y de J soit ainsi spécifiée.

1.3.6 Condition nécessaire de minimum

Pour obtenir une condition nécessaire du probléme (48), on peut, mutatis mutendis, répéter le texte
qui s’étend de (35) & (40) d’ott on déduit que nécessairement

VI (Yoo) = 0 (70)

Ce qui se traduit par

vy e Vo /0 (Yoo (1) oo (1), 1)y (1) + Oap(Yoo (1), Yoo (), 1)Y'(£)  dt =0 (71)

Cette expression (71) est extrémement importante en pratique : elle est la clé de ce qu’on appelle
la méthode des éléments finis. On 'appelle la forme faible ou la forme variationnelle du probléme d’ex-
trémisation (48). Et elle permet de faire des calculs numériques dans les cas (fréquents) ot on ne connait
pas de solution analytique au probléme (48).

Mais il est d’usage de transformer un peu (71) pour obtenir des équation différentielles ordinaires
qu’on peut espérer savoir intégrer analytiquement ou encore traiter numériquement autrement qu’avec la
forme faible.
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1.3.7 Equation d’Euler-Lagrange

Si maintenant on croit que la fonction

t — 02p(Yoo (1), Yoo(1), 1) (72)

est dérivable, alors on peut transformer (71) avec une intégration par partie

| ouplu0. 50,050 de = 20090,
: 2 (73
= [ 05 @urlle)im(0.0)

mais comme '(0) = ¢/(7") = 0 on obtient finalement

| 0enlon 001,03 0) = = [ 0% @oplan(®) 3 00.1)) (74

Et donc au total (71) devient

d

W Vs [ (Oplele) 0.0 - 5 @uplon (00,0 ) 0) =0 (73)

qui a le gros avantage de ne plus comporter de dérivées de 1/’
Si on suppose qu’il existe un intervalle [a,b] C [0, 7] et une constante ¢ > 0 dans lequel

d

01, (1), 1) — - (Doplye (1) 1), 1) = ¢ (76)
il suffit de choisir ) ,
y,(t):{éx—a) (x =) :non a<xz<b €V, (77)

pour trouver qu’alors

[ (000003010 = 5 @uplom (00,0 ) '10) = L (19

ce qui est incompatible avec (75) si b > a et ¢ > 0.
On peut faire la méme chose pour d’éventuelles valeurs négatives de (76) et on est donc amené a
conclure que nécessairement en presque tous les t

(Yoo (1), Yoo (1), 1) — % (029 (Yoo (1), Yoo (1), 1)) = 0 (79)

ce qui constitue la forme forte ou I'équation d’Euler-Lagrange du probléme (48).

1.3.8 L’objection de du Bois-Reymond

Cette objection tient & I’hypothése de départ du paragraphe précédent selon laquelle on suppose que
(72) est dérivable.

C’est bien une hypothése parce que méme si on suppose p comme différentiable autant de fois qu’on
le veut, il n’en reste pas moins qu’on a demandé au départ & y,, seulement d’étre dérivable (avec dérivée
continue) une fois.

Du Bois-Reymond propose alors de ne pas faire cette supposition et de plutot faire une intégration
par partie de I'autre terme de (71), ce qui ne pose pas de problémes puisque y est dérivable.

On arrive alors a écrire
T

/O 01 p(yoe (1), a0, )/ (1) i = [ / 01000 (1), (). 0) ]

/ /81p Yoo (1), Yoo u )U) du dt

11
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soit, compte tenu de ce que y'(0) =y (T) =0

T T t
| ooy @) de == [ 510) [ duplumla)ila).w) du at
0 0 0
et alors (71) peut se mettre sous la forme
T t
vy eV : / (—/ A1 p(Yoo (), Yoo (1), u) dU+8zp(yoo(t),yoo(t),t)) y'(t) dt=0
0 0
Il ne reste plus qu’a introduire le lemme ad hoc de Paul du Bois-Reymond selon lequel
T
si f est continue et Vy' €V : / fy' ) dt=0
0

alors f est constante sur[0, T

dont la démonstration ne sera pas faite ici, pour voir que (82) conduit &

—/0 1P (Yoo (1), Yoo (w), u)  du + O2p(Yoo(t), Uno(t), t) = Constante

qui est une forme intégrale de I’équation d’Euler-Lagrange (79).

1.3.9 Synthése

(82)

(83)

De nombreuses choses ont été évoquées depuis la page ?7?7. Et il n’est peut-étre pas inutile de rappeler

ici les résultats importants.
Tout d’abord on a le probléme (5)

trouver z,, € V telle que Vo € V on a S(z) < S(2)

dont on propose de chercher une condition nécessaire (toute analyse de condition suffisante est proscrite).

Pour travailler dans un espace vectoriel, on transforme le probléme (5) en le probléme (48)
trouver y., € V telle que Vy € Vy on a J(yoo) < T (y)
ol on a posé (42), (43), (44), (46)
Vo = {z € C1(]0,T]) telle que z(0) = 0;z(T) = 0}

Xt
xGV(z)x(t):T+y(t) avec y € V)

Ty) = / o (D). 5(0). 1) dt

( )= L +Xw +X
plu,v,w)=L{u+t -, v+ 7w

L’analyse menée aboutit aux différentes formes de la condition nécessaire qui sont : la forme faible

(ou variationnelle) (71)

T
VeV / Or (o) oo 1), )Y (1) + Bap (e (2), (), £)3 () it = O
0
puis la forme forte (ou d’Euler-Lagrange) (79)
. d )
0P (Yoo (1), Yoo (t), ) — pm (029(Yoo (1), Uso(t), 1)) =0
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ou, si on veut prendre en compte 1’objection de du Bois-Reymond, la forme intégrale (84) de cette forme
forte

—/0 01 P(Yoo (1), Yoo (1), 1) du + 2p(Yoo(t), Yoo (), t) = Constante

Il suffit alors de d’utiliser inversement (42), (43), (44), (46) sur (71) pour retrouver déja la forme faible
ou forme variationnelle portant sur x., : nécessairement x., est solution de

Too € V ie. notamment 2, (0) =0 et 2o(7) = X

T
85
Yy €V / L (oo (t), Too (), 1)y (1) + D2 L(20(t), Too(t), )y (t) dt =0 (85)
0
on notera que la variation y’ est bien dans V, et pas dans V.
On peut ensuite, toujours en utilisant (42), (43), (44), (46) mais maintenant sur (79) et (84) arriver
a : 'équation d’Euler-Lagrange (ou forme forte)

Too € V i.e. notamment 25, (0) =0 et 2o(7) = X
{ O L(xo(t), Tao(t), t) — % (O L(oo(t), Too(t), 1)) =0 (86)
et a sa forme intégrale de du Bois-Reymond
Too € V ie. notamment 2, (0) =0 et oo(7) = X
(87)

— /Ot O L(xoo(u), Too(u),u)  du+ 0aL(Too(t), Too(t), t) = Constante

La forme (85) de la condition nécessaire conduit aux méthodes d’éléments finis pour le calcul effectif de
la solution de (5). la forme (86) conduit aux équations différentielles ordinaires permettant soit de trouver
des solutions analytiques au probléme. La forme (87) permet d’introduire les méthodes numériques de
Runge-Kutta.

Mais hélas, il reste un dernier aveux a faire, parfaitement négatif : on n’a pas traité la question de la
condition suffisante au probléme (5). Derriére cette question se cache pourtant des enjeux importants (la
stabilité des solutions), trop important pour étre survolés dans ce petit cours.

1.4 Exercices

Le théeme de ces exemples est [’apprentissage quasi manuel des calculs qui ménent de la forme
fonctionnelle d’un probleme a sa forme forte en passant par la forme faible.

On ne cherche pas a recopier sottement les résultats (85) et (86) mais au contraire on refait
en abrégé les calculs menat a ces résultats.

Pour chacune des fonctionnelles données de la forme

dx

S(z) = /0 Lit.x(t), &(0)dt on i(t) = —(¢)

On développera a 'ordre 1 la fonction SN — S(xz + 0Ax’) ou 2’ est une fonction a priori
quelconque, i.e.

S(z + 6 ') = S(x) + 6\ /OT (0. L(t, 2(t), 2(t))2' () + O L(t, 2(t), 2(t))a’(t)) dt + o(SA)

puis on €crira les conditions nécessaires pour trouver T, tel que

{ ZToo(0) = 20; oo (T) = 7
Va tel que £(0) = xo; 2(T) = 27 : S(20) < S(2)

en prenant soin de noter qu’elles ne sont pas suffisantes. On trouvera donc que
T
va' /2'(0) =2/ (T)=0: / (O L(t, Too (), oo (1)) (t) + O3 L(t, Too (1), Too (£)) 2/ (2)) dt = 0O
0
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en notant bien que ' € Vg et pas V.

FEnsuite on intégrera par parties le terme contenant x'(t) dans [’expression précédente pour
trouver

4

Vo' /2/(0) = 2/'(T) =0 /0 (@L(t,xw(t),jgw(t)) o

(8¢L(t,xoo(t),ioo(t)))) 2 (t)dt =0

expression a partir de laquelle on conclura qu’il est alors suffisant pour xo, d’étre tel que

4

V2 0, L(t, woo(1), Foe(1) —

(0: L(t, oo (1), Eoo(t))) = 0

ce qui illustre le lien entre les opérations de minimisation de fonctionnelles et résolution
d’équations différentielles ordinaires.

On ne pose pas ici de probleme sur la nature des espaces de fonctions concernés mais on
apprend a opérer avec efficacité.

s - [ 7 (‘fl—f@)) L aw? + 0t ar
2. 8(q) = /0 (% (%(t)) — i(q(t))2 + e(t)q(t)) exp/Tdt avec T =1/r

3. S(0) = /0 %(Z—f(t)) + mgrcos (0(t)) dt
L )
s@= [ [T e au| - s e a

oll ¢ est une fonction continue, impaire et strictement croissate.

5. S(z) :—/OTmoc2\/1— ! (‘;—f@))Q—f(t)x(t) dt

c2

2 Extensions du probléme le plus simple de calcul des variations

Le gros du travail a été fait. Il reste cependant a étendre un peu la portée de ce qui a été établi
dans deux directions : les fonctions a valeurs vectorielles et les fonction a plusieurs variables.

La premiére des directions est facile, la seconde un peu moins et elle n’est signalée qu’a titre
indicatif.

2.1 Probléme dans C{ ([0, T])

Supposons qu’au lieu d’étre une fonction dont la valeur est réelle, x soit une fonction dont la valeur
est dans RY ; on suppose que toutes les composantes de x sont dérivables et & dérivée continue, ce qu’on
appelle C¥ ([0, T7).

Peut-on déduire de I’analyse précédente une condition nécessaire sous forme faible puis forte du
probléme

trouver z,, € V telle que Vx € V on a S(z) < S(z) (88)

. V = {x € CN([0,T]) telle que z(0) = 0;2(T) = X} (89)

et
S :V — R

v — S(z) = /0 L(x(t),i(t),t) dt (90)
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avec
L : RN-xRYxR — R

(91)
(u,v,w) — L(u,v,w)
une fonction a 2N + 1 variables, différentiable au moins deux fois ?

La réponse est oui. Comme il ne s’agit que de trouver une condition nécessaire, on peut toujours faire
appel successivement aux problémes partiels dont les variables sont les composantes z, (n =1...N) du
vecteur x.

2.1.1 Exercices
Trouver les formes faible et forte des conditions nécessaires d’extrema des problémes suivants.

s [ 15 (40) (50) £

n=1 m=1

2 5000 = [ 4 (%0) +h (%) meew) (B0) (D) + £ (Do) —awew @

Attention m est une fonction donnée de R dans R dont I’argument est z(¢) dans I’expression.
2 2

d n k: n n Mo — .
3. S(Zo, 71, & / Zun ( v ) Z | Hnfhin+1) mod 3 dt ou les Z,, sont des fonctions a

Ty — :L‘(n—i—l mod 3|

valeurs dans R? et ou les carrés appliqués a ces fonctions signifient le carré de la norme euclidienne.

2.2 Problémes d’équations aux dérivées partielles

Ces deuxr exemples sont destinés a permettre au lecteur de reconnaitre s’il a saisi l'esprit du
calcul des variations.

2.2.1 Transfert de chaleur stationnaire

On donne la position dans le plan comme p'= Ti+ yj‘, puis un disque dans ce plan comme les positions
dont les coordonnées satisfonts a % + y? < r2.
On range les fonctions a valeur réelle et & deux arguments réels 77 : R* — R définies
(z,y) — T(z,y)
dans le disque, différentiables une fois, dont les dérivées partielles sont continues et qui s’annulent sur le
bord de ce disque dans un ensemble V.
On donne de plus une fonction ¢ : R?> — R définie sur ce disque et on considére la

(z,y) — qlx,y)
fonctionnelle

S(T) = /12+y2<r2% ((Z—Z(%y))z + (g—z(%y)y) —q(z,y)T(z,y) drdy

Il faut trouver des conditions correspondant a une forme faible puis une forme forte permettant le
calcul de T, € V), tel que
VI'eVy: S(Tw) <S(T)

On pourra introduire des notations plus compactes (tensorielles ou utilisant le vecteur V de Hamilton
ou toutes autres).

2.2.2 Magnétostatique en domaine borné

On donne la position dans ’espace comme p = T+ yj+ ZE, puis une sphére dans ce plan comme les
positions dont les coordonnées satisfonts a x2 + 3% + 2% < r2.
On range dans un ensemble V) les fonctions a valeur réelle et a trois arguments réels a R3 — R
(x,y,2) — a(x
définies dans la spheére, différentiables une fois, dont les dérivées partielles sont continues et qui satisfont

15



aux conditions za,(z,y,2) = ya.(z,y, 2), za,(z,y, 2) = zay(x,y, 2) et ya,(x,y,2) = zay,(x,y, z) quand
2y 22 =2
On donne de plus trois fonctions 7, : R3 — R avec n = x,, z, définie dans cette
<x7 y’ Z) - jn(x7y7z>
sphére et on considére la fonctionnelle

Slaay 0= [ 5o anle )+ ey, 2) o a2 -
g (((Gteno) - (F2ea)) + (o) - (Grens)) -
(COEE (%—y<y>))> dodyds

On demande les conditions nécessaires (forme faible et forme forte) sur a3°, a;°, ag®

€V tels que

Vag, ay,a, € Vo : S(a7, a7, a3°) < S(ag, ay, az)

x 7Yy Tz

On pourra introduire des notations plus compactes (tensorielles ou utilisant le vecteur V de Hamilton
ou toutes autres).

3 Equation d’Hamilton-Jacobi

On revient maintenant au probléme le plus simple de calcul des variations (5) dont on suppose qu’il
existe une solution et on introduit la fonction

A: R — R (92)
(X, T) — AX,T)=3S8(r)

La question est d’étudier cette fonction & deux arguments réels.
Pour cela il est commode de modifier un peu la notation de (1). Plutot que V on appelle

V(X,T) = {x € C1([0,T]) telle que z(0) = 0;2(T) = X} (93)
Puis on définit "application

A R — (0,7 (94)
(X, T) — 24

de maniére que

AX,T)=S(AX,T)) (95)

3.1 Variation verticale

On étudie tout d’abord la variation de 'application partielle
Ar(X) = A(X,T) (96)

puis cherchera & entrer cette variation dans la fonction S.

Développement de la variation de x,, Si X varie de 0.X alors x, varie de dx,, de maniére que de
maniére que (5) qui s’écrivait

trouver zo, € V(X,T) telle que Vo € V(X,T) on a S(zs) < S(x) (97)
devienne

trouver Too + 0200 € V(X + 60X, T) telle que Vo € V(X + 60X, T) on a S(2 + d2) < S(2) (98)
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La condition nécessaire de (97) était (85), avec les nouvelles notations
Too € V(X,T) i.e. notamment 2, (0) =0 et (7)) = X
Vy' € Vo =V(0,7T) : (99)
T
| Lo ®). (.00 0) + L (), (0. O (1)t =0
0
celle de (98) est alors

Too + 0200 € V(X +6X,T) i.e. notamment
Zoo(0) + 0200 (0) = 0 et 2o (1) + 020 (T) = X +0X

Yy € Vo = V(0,T) : (100)
DL (e t) + 0c(0), (1) + (), 1)y (t)
| FOLL (200 (t) + 0700 (1), oo (£) + Oiing (£), )3/ (£) it =0

ou encore, en tenant compte de (99),
(075 € V(6X,T) i.e. notamment 07,,(0) = 0 et dz.(T) = 6X

Vy' € Vo = V(0,T) :
T

(101)
/ O L (oo (t) + 000 (t), Too (t) + 0200 (1), 1)y (¢)
0
| T2 L(Too(t) + 0200 (t), Too(t) + 62ao(t), 1)y (t) dt =0
Ou on voit que I'expression sous l'intégrale ne demande qu’a étre développée.
Pour cela on peut considérer que
5X? X"
51’0025X$C1>O+TSL’C2>0—|—...+ ot (102)
n!

ot zt. € V(1,T), 22, € V(0,T) (c’est bien V(0,T)), n > 2 = 2" € V(0,T) (et ou I'exposant de 2"
n’est pas une puissance alors que § X" est la puissance n-iéme de 6.X).
Les fonctions z” sont évidemment les coefficients différentiels du développement de

B dAT 0X? d®Ar oX"d"Ar
AT(X+5X)—AT(X)+5XW(X)+TW(X)+...+ . an( ) (103)
qu’on suppose exister. On a
PAL ) g (104)
dxm o

Cela dit, si on introduit une fonction F : C1([0,7]) x Co([0,7]) — R afin d’écrire les choses
de facon compacte, on obtient

F(%oo + 0To0, Too + 0T00) = 0X(01Fszl + 0o Fo1k)

2
+ 5% (011 Fro(250)? + Or2 Footr i + Oaa Fioo (3,)? (105)
+01 Foo?, + 02 Fooii?,)
5X3
+ 6
ou on décide de noter
OnmFoo = Onm F(Too, Too) (106)
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On peut maintenant récrire (101) comme

(020 € V(0X,T) i.e. notamment 0x,,(0) =0 et 0z (T) = 06X

Wy € Vo =V(0.T)
/ L) (0. 1) + 05060000

16X [ (OnLoo(t)z (t) + B1a Lo (1)EL, (£))y/ (1) (107)
0 821[/ t)l‘éo(t) + 022L (t)ZL‘})O (t))y ( ) dt
+5X7?/2 /

0
+...
\:0

ot, sur le modeéle de (106), on a noté

OnmLoo(t) = Opm L(200 (1), Too(t), 1) (108)

Avec (99) on sait déja que le premier terme du développement en série de I’équation variationnelle est
nul. En divisant par 6.X, qui est petit mais pas nul, on obtient alors

([ dzo € V(6X,T) i.e. notamment 02,,(0) =0 et dz,(T) = 0X

Vy' - Vo (
T

T):
(011 Loo (1)L (1) + D12 Lo (t) 21, (1)) Y/ (1)
/0 (021L ()l (t) 4 Bag L (t):p}x,(t%y() dt (109)

+5X/2/0

+ ...
\:0

Le développement doit étre nul pour toute valeur de §.X. Si le terme constant n’était pas nul, alors on
pourrait choisir 6 X suffisamment petit pour que tous les termes qui le suivent soient négligeables devant
lui. I faut donc qu’il soit nul, ce qui fournit le probléme permettant le calcul de x! comme

((xl, € V(1,T) i.e. notamment ! (0) =0 et 2! (T) =1
Vy’Te Vo =V(0,T) : (110)
| OuLatal (o) + ouluil o)) =0

(70 (021 Loo (D) 750 (1) + Ona Loo (t) 56 (1))y' (1) dt

et avec un peu de patience (en fait surtout un bon logiciel de calcul formel) on pourrait obtenir succes-
sivement tous les problémes permettant le calcul des 7

Il est remarquable que tous ces problémes successifs soient linéaires par rapport a leurs solution, avec
le corollaire que leur calcul est facile.

En conséquence, on considére que la variation 0z, quand X varie de 6 X est acquise.

Calcul de A(X +0X,t) Il suffit d’exprimer
AX +0X,t) = S(200 + d200) (111)

avec 0, calculé avec (107) ou, pratiquement, de la forme (102) o les coefficients sont calculés par (110)
puis par les problémes qui la suivent.
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En reprenant la forme (3) de S, on obtient qu’a l'ordre 1

S(Too + 00Xl +..) = /TL(a:oo(t) +O0Xal (8) + .. dao(t) + 0XEL (1) + ... 1) dt (112)

soit donc

ST +0Xzl +...) = S(:EOO)T
+ 5X/ OV L (7o (t), oo (), )l (1) + 0o L(200 (1), T (t), )21 (t) dt  (113)
- ’
d’ol on tire que
g—)il,(X,T):/O OV L(2oo (1), Too (), )L (1) + O L(00 (1), Too (), £) L (t)  dt (114)

qui n’est pas nulle comme le laisserait croire un examen sans précautions de (99) parce que x! (7)) =1 # 0
(ce n’est pas un élément de V(0,7)).
Cette intégrale (114) peut cependant étre calculée par une intégration par parties comme on 1’a fait
pour passer de (85) a (86). Ainsi
0A

S XT) = [BL(we(0) D), D (0]

T . J . 1 (115)
+ /0 (81L(:coo(t),azoo(t),t)—E@L(:coo(t),xoo(t),t)) g (t) dt

avec la forme forte (86) on voit que l'intégrale est nulle, et compte tenu que z (0) =0 et 2 (T) =1, on
trouve

ORXT) = Dol (1), 5 (7). T) (1)
ou encore, compte tenu que (1) = X
§—§<X’ T) = 0,L(X,25(T),T) (117)

ce qui constitue le résultat important de ce paragraphe.
Il est remarquable qu'on n’ait pas besoin de calculer effectivement zl pour trouver la valeur de

0A
8—X(X’ T) : il suffit de connaitre seulement 7. (7).

3.2 Variation horizontale

. . . . 0S8 . e
Quand on sait tout les efforts qu’il a fallu faire pour obtenir — (X, T’) ; quand on voit qu’'une variation

par rapport a T transforme les bornes de I'intégrale de (3) et que donc pour travailler sur quelque chose
de fixe il faut préalablement faire un changement de variable et de fonction sur x(¢); on devine que
I’approche frontale devient trés compliquée d’un point de vue calculatoire.

Cette approche frontale sur le probléme le plus simple du calcul des variations est cependant indispens-
able pour disposer une palette compléte d’outils (contondants) utiles & une utilisation effective du calcul
des variations dans une physique macroscopique du X X Iiéme siécle dont ’objectif serait de résoudre les
problémes que nous a légués le X7Xiéme siécle (et que le X Xiéme siécle s’est contenté de transmettre
les laissant inchangés. Non, 14 c’est injuste!)

Mais une telle ambition n’est pas I'objectif de ce petit cours qui se limite a quelques considérations
de base. Aussi I'approche frontale ne sera pas tentée.

Par contre on peut dire tout de suite quelque chose de simple en examinant (92) écrit sous la forme
compacte

A: R — R (118)

(X.7) — AXT)= min /0 L), #(t),1) dt

zeV(X,T
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Si X et T varient simultanément de maniére que la solution z,, : [0,7] — R trouvée avec (X, T)
soit, prolongée par

., : [0,T4+0T] — R (119)
. . {xoo(t) s tel0,T]

autre chose sinon

alors pour que z’ soit continue et de dérivée continue l'autre chose de (119) ne pourra pas manquer
d’étre
X+ 2(T)(t-=T) (120)

pour une variation §7 suffisamment petite ; la variation de X correspondante sera donc

0X =& (T)0T (121)
et la variation de A sera
0A = L(X,2.(T),T)0T (122)
En passant a la limite on obtient alors que
0A ) 0A .
(X, T)ie(T) + S5 (X, T) = L(X, (T, T) (123)
et donc 94
6—T(X’ T)=L(X,50(T),T) — 0o (T) 0 L(X, 2o (T), T) (124)

Avec (124), on obtient la dérivée partielle de A par rapport au temps 7' comme on avait obtenu la
dérivée partielle de A par rapport a X en (117).

3.3 Equation d’Hamilton-Jacobi

Le rapprochement de (117) et (124) met en évidence que les deux dérivées partielles de A ne peuvent
étre calculées que si on connait ., (7). Mais on peut éliminer cette variable entre les deux équations, ce
qui fournit I’équation d’Hamilton Jacobi.

Pour cela on introduit & partirde L : R3> —— R une nouvelle fonction

H: R — R (125)
(uvpvw) - H(u,p,w):ma]é((pv—L(u,v,w))
ve

en acceptant que L est ainsi faite que ce maximum existe toujours et qu’il est unique.
La condition nécessaire de maximum est qu’il existe v, tel que

O L(u, Voo, w) = p (126)

et alors la fonction H s’écrit
H(u,p,w) = pvoc — L(u, veo, w) (127)

Cette fonction a la propriété intéressante que
OoH (u, p,w) = veo (128)

En effet, si p varie de dp alors la solution v, de (125) varie de dv., qui contient des termes de tout ordre
en op mais dont on ne retiendra que le premier ordre. On obtient alors que

H(u,p+ dp,w) = (Voo + 00s0)(p + Ip) — L, Voo + dVs0, W) (129)
soit donc, en ne retenant que ce qui peut comporter des termes d’ordre plus petits que dp
H(u,p+ 0p,w) = H(u,p, w) + Voo0p + Moo (p — 02 L(U; Vo, w)) + . .. (130)
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et compte tenu de (126)
H(u,p+dp,w) = H(u,p,w) + ve6p + . .. (131)

d’ou on retire (128).
Ceci étant dit, il ne reste qu’a reconnaitre les termes de (127) et (126) dans (124) et (117) pour écrire

0A 0A
— (X, T)+H|X,—(X,7),T) =0 132
aT( Y ) + ( ) 8X( ) )’ ) ( )
qui ne contient plus que les dérivées partielles de A. C’est ’équation d’Hamilton Jacobi.

Si A est trouvé par une résolution directe de (132), compte tenu de (128) on peut retrouver

Goo(T) = 0o H (X, 6?—;(X, T), T) (133)

Les noms On a évité jusqu’ici de donner trop de noms aux objets manipulés, mais il est maintenant
grand temps d’effectuer cette tache.

D’abord la fonction L : R® —— R s’appelle un lagrangien; c’est une donnée.

La fonction qu’on déduit de L avec (125) s’appelle un hamiltonien. Le type de transformation qu’on
fait subir & L s’appelle une transformation de Legendre.

La fonctionnelle (3) s’appelle 'action associée a la fonction x : [0,7] — R . La fonction A de
(118) s’appelle aussi I'action. L’opération de minimisation de (3) s’appelle le principe de moindre action.

Et finalement, comme on ’a déja dit, ’équation aux dérivées partielles en X et 7' de A (132) s’appelle
I’équation d’Hamilton Jacobi.

A quoi sert tout cela? — Il appartient aux cours de physique d’y répondre. On se limite ici a expliquer
les techniques calculatoires sous-jacentes au développement de ces physiques.

Mais il faut également noter que tout le travail n’a pas été effectué : on a systématiquement écarté la
question des conditions suffisantes d’extrema.

3.4 Illustration et exercices

Il n’est peut-étre pas inutile d’illustrer sur un exemple simple tous les calculs qui ont été menés.

Prenons

v u?

L == - —
<U‘7 U? w) 2 2
la forme faible (99) correspondant a ce lagrangien est

Too € V(X,T) i.e. notamment 2,,(0) =0 et 2(T) = X

Vy' € Vo =V(0,T) : /OT —Too ()Y (1) + T0o ()Y (t) dt =0

et la forme forte (86) fournit que

A’z
ool t)=20
raelt) = S22 (1)
d’ol1 on retire que
) Xsint
Lo =
sinT'
ce qui est valable tant que 0 < T < 7
Le hamiltonien trouvé par (125) est
2 2
P u
H(u,p,w) = — + —
(u,p,w) = + 3



et donc ’équation d’'Hamilton-Jacobi (132) est

0A X? 1[04 ?
5#Xf)%7+§(aﬁXﬁo —0
D’autre part le calcul direct de A par (92) donne

2
A(X, T) = lX 'COST
2 sinT
dont on vérifie facilement qu’il est bien solution de 1’équation d’Hamilton-Jacobi.
Cet exemple peut maintenant rendre un autre service, celui de fournir une dénotation géométrique a
ce que sont les variations par rapport a X et 7.
Voici d’abord le graphe de x4 (t) pour T'= 1 et X = 1 (en gras) et les graphes pour les deux cas

(T, X) = (1,1.3) et (T, X) = (1.3,1)

19_ .
| 5X
0.9 ] R A S e
|
0.6 ] —
o7
0.3 |
0

T T T 1
0 03 06 09 1.2
Qu’est 0z, quand on fait une variation X de X en laissant T constant ? n — C’est
0X sint
Sxos(t) = = tel0,T
rac(t) = 5 pour 1 € [0,7]
dans ce cas particulier, la série (102) se limite a4 1 seul terme qui vaut

1 sin t
t) =
Toll) = ST

pour ¢t € [0, 7]
comme le montre le probléme (109) qui permet le calcul direct de zl,. Les autres termes sont nuls comme
le laisse prévoir le développement de (105) appliqué a ce lagrangien.

Maintenant comment récupére-t-on le terme Ea a la page 777

— On suppose connue la solution z(t) pour T' et X fixés et on affirme que cette solution se prolonge
au dela de T comme (120), ce qui correspond a

1.2 _
pente T (1) _I 5X
0.9 T/ N
|
|
0.6
| 0T
|
0.3 4
0

T T T 1
0 03 06 09 1.2

et on trouve la correspondance (121) entre 07" et §.X adéquate. Il ne reste plus alors qu’a injecter cette
nouvelle fonction (119) dans I'intégrale (3) (en modifiant également la borne d’intégration) pour trouver
qu'a la limite ot X et 07 tendent vers 0 alors on trouve (122) puis finalement (124).
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Exercices Reprendre les 5 lagrangiens des exercices de la page 7?7 et pour chacun d’entre eux trouver :
1. le hamiltonien
2. I’équation d’Hamilton Jacobi

Et, dans les cas ou c’est possible, faire tous les calculs comme dans l'illustration.

4 Probléme de synthése

Si on tend une membrane entre deux cerceaux coaxiaux de rayons R; et Ry placés a la hauteur H
I’'un de l'autre.

on demande quelle est la forme de cette membrane sachant qu’elle doit avoir la surface la plus petite
possible.

1. On traitera d’abord la question en décidant que la membrane est représentée par le lieu des points
(r,0,z) (en coordonnées cylindriques) tels que (z = h(r),0,r) ou h est la fonction qu’il faudra
trouver;

2. On trouvera une limite & cette approche et on la corrigera donc en introduisant plutot (z,0,r =
p(z)), p étant la fonction a trouver.
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