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1 Le problème le plus simple de alul des variations
V est l'ensemble des fontions d'un argument réels, à valeurs réelles, dé�nies sur le segment [0, T ] etdont les valeurs en 0 et T sont presrites

V = {x ∈ C1([0, T ]) telle que x(0) = 0; x(T ) = X} (1)où C1([0, T ]) représente les fontions dérivables une fois dans l'intervalle [0, T ] et dont la dérivée estontinue dans et intervalle. L est une fontion à valeur réelle omportant trois argument réels (ou enoreun seul argument qui est un veteur à trois omposantes réelles)
L : R

3 −→ R

(u, v, w) −→ L(u, v, w)
(2)qui est dérivable une fois par rapport à haun de ses trois arguments. Il est possible de faire orrespondreà haque fontion x de V un nombre réel S(x) dé�ni par

S(x) =

∫ T

0

L (x(t), ẋ(t), t) dt (3)où
ẋ(t) = lim

δt−→0

x(t+ δt) − x(t)

δtsuivant la notation de Newton pour la dérivée. La notation de Leibnitz (x′(T ) plut�t que ẋ(t)) n'est pasutilisée et doit être prosrite ii ou le fait d'ajouter un prime à une fontion aura autre signi�ation.Une fontion à valeur réelle mais et dont l'argument est une fontion (et non pas une valeur, fut-e lavaleur d'un veteur de plusieurs élements omme L)
S : V −→ R

x −→ S(x) =

∫ T

0

L (x(t), ẋ(t), t) dt
(4)vient d'être dé�nie. Une telle fontion s'appelle une fontionnelle et il s'agit maintenant d'introduirequelques éléments utiles pour manipuler les fontionnelles.Plus préisément, en aord ave le titre de e texte, l'objetif �nal est de résoudre le problème(problème le plus simple du alul des variations)trouver x∞ ∈ V telle que ∀x ∈ V alors S(x∞) ≤ S(x) (5)mais autant prévenir un leteur pressé, on n'épuisera pas le sujet ; loin de là !1.1 Rappel sur les extrema de fontions réelles à valeurs réellesSoit une fontion réelle à valeur réelle f dérivable une fois ; le ou les nombre(s) réel(s) x∞ dont onpuisse dire que

∀x ∈ R : f(x∞) ≤ f(x) (6)s'appellent les arguments minimisant de la fontion f ; la valeur f(x∞) s'appelle le minimum de f .Supposons qu'un ou plusieurs tel(s) nombre(s) x∞ existe(nt) ; alors (6) peut être réérite omme
∀x′ ∈ R : f(x∞) ≤ f(x∞ + x′) (7)où une simple translation x = x∞ + x′ a été faite, quanti�ateur portant maintenant sur x′. En notantdi�éremment x′ par δx (le δ suivi d'un symbole étant la marque d'un nouveau symbole, dont la nature estla même que le symbole qu'il pré�xe, qui est destiné à devenir petit sans toutefois s'annuler omplètement)pour des raisons qui vont apparaître tout de suite, (7) peut être transformée en

∀δx > 0 :
f(x∞ + δx) − f(x∞)

δx
≥ 0 et ∀δx < 0 :

f(x∞ + δx) − f(x∞)

δx
≤ 0 (8)2



Si f est dérivable, i.e. la limite suivante a un sens pour tout x
df

dx
(x) = lim

δx−→0

f(x+ δx) − f(x)

δx
(9)alors le passage (9) à la limite peut être appliqué à (8) ; e qui entraîne que

lim
δx −→ 0
δx > 0

f(x∞ + δx) − f(x∞)

δx
≥ 0 et lim

δx −→ 0
δx < 0

f(x∞ + δx) − f(x∞)

δx
≤ 0 (10)Si don f est dérivable en x∞ les limites à gauhe et à droite de (10) oïnident et il vient

0 ≤ df

dx
(x∞) ≤ 0 =⇒ df

dx
(x∞) = 0 (11)Sous réserve que la fontion f soit dérivable en tout point, si il existe un x∞ satisfaisant à (6) alors epoint satisfait à (11).Mais bien sûr il peut exister des points satisfaisant à (11) qui ne satisfont pas à (6) : es points peuventêtre� autre hose que des arguments minimisant de la fontion f ;par exemple des arguments maximisant (0 pour f(x) = −x2), ou enore des points d'in�exion (0pour f(x) = x3) ;� des arguments minimisant f seulement loalement ;par exemple si f(x) =

∫ x

0
u(u − 1)(u − 3)du alors les x∞ solution de (11) sont 0, 1 et 3 ; 0 est unargument minimisant de f si on limite l'étendu de reherhe des minima à x < (8−

√
10)/3−1/100par exemple mais pas pour la droite réelle entière ; 'est 3 qui est l'argument minimisant dans edernier as.(11) est une ondition néessaire à (6) mais e n'est pas une ondition su�sante.Condition su�sante Pour trouver une ondition su�sante il faut pousser plus loin l'analyse maise ne sera pas fait dans le adre de e paragraphe introdutif dont l'unique fontion est de rappeler leraisonnement qui mène à la ondition néessaire pour la minimisation d'une fontion réelle à valeur réelledérivable une fois.Sous-gradient D'autre part on a supposé que la fontion f était di�érentiable pour trouver la on-dition néessaire (11) ; mais si on la suppose di�érentiable seulement par moreaux (i.e. la fontion estdi�érentiable en général mais il existe un nombre �ni de points pour lesquels elle ne l'est pas de façonbénigne : les limites à gauhe et à droite de (8) existent mais elle ne oïnident pas) alors on peut enoretrouver une ondition néessaire pour qu'un point de disontinuité de la dérivée soit un argument min-imisant de la fontion en exprimant que la dérivée à gauhe est négative alors que la dérivée à droite estpositive.Une ontinuation de ette analyse mène à l'idée de sous-gradient qui ne sera pas introduite ii.1.2 Extrema de fontions à plusieurs arguments réels et à valeurs réellesSoit une fontion f à N arguments réels et à valeur réelle, on la note

f : R
N −→ R

(x1, . . . , xN ) −→ f(x1, . . . , xN)
(12)l'objetif est de formuler une ondition néessaire analogue à (11) pour le problème de trouver des jeuxde nombres (x∞1 , . . . , x

∞
N ) (la marque du minimum ∞ est plaée en exposant pour ne pas la onfondreave les indies des variables : rien à voir ave une quelonque puissane) tels que

∀(x1, . . . , xN) ∈ R
N : f(x∞1 , . . . , x

∞
N ) ≤ f(x1, . . . , xN) (13)Mais au préalable il est néessaire de disuter du sens à donner à la dérivabilité de f , e qui va êtrefait tout de suite. 3



1.2.1 Non adéquation des fontions partiellesÀ partir de la fontion (12) on peut dé�nir les N fontions partielles
fn : R −→ R

y −→ f(x1, . . . , xn−1, y, xn+1, . . . , xN)
(14)et déjà demander que es fontions partielles soient dérivables une fois en tous points, e qui permet dedé�nir la dérivée partielle de la fontion f par rapport à la variable située à la position n dans la listed'arguments de (12) omme

∂nf(x1, . . . , xN ) =
dfn

dy
(y) = lim

δxn−→0

f(x1, . . . , xn + δxn, . . . , xN) − f(x1, . . . , xn, . . . , xN)

δxn

(15)Autant le reonnaître tout de suite, les fontions partielles ne sont pas très utiles ; et leur onsidérationpeut même être soure d'erreur.Par exemple si la fontion f est telle que f(x1, x2) = x1x2 les fontions f1(y) = f(y, 0) = y× 0 = 0 et
f2(y) = f(0, y) = 0 × 0 = 0 porteraient rapidement à penser que f(x1, x2) = 0 ; e qui est faux.Même si on évite e premier piège (d'aord il est grossier), la question de la ontinuité introduit unenouvelle soure d'erreur.Par exemple si

f(x1, x2) =

{ x1x2

x2
1 + x2

2

si x1 6= 0 ou (inlusif) x2 6= 0

0 si x1 = x2 = 0on voit que f1(y) = f2(y) = 0 d'où on supputerait rapidement que les fontions partielles étant onstanteselles sont aussi ontinue et don que la fontion f devrait être ontinue ; e qui est faux : f(x, x) = 1/2pour x 6= 0 et f(0, 0) = 0.Enore un piège qui est lié d'ailleurs au manque d'une dé�nition de la ontinuité pour les fontions àplusieurs variables ; elle-i pourrait être qu'une fontion (12) est ontinue au point (0, . . . , 0) si la fontion
φ(t) = f(x1t, . . . , xN t) (16)est ontinue en t = 0 pour toutes valeurs de x1, . . . , xN .Alors ainsi on pourrait étendre ette dé�nition à la dérivabilité. La fontion (12) serait dérivable aupoint (0, . . . , 0) si la fontion (16) est dérivable en t = 0 pour toutes valeurs de x1, . . . , xN .Cette dé�nition existe, 'est la dérivée diretionnelle ou de Gâteaux et elle ontient (jamais deux sanstrois) enore un piège. Par exemple pour

f(x1, x2) =

{

1 si 0 < x2 < x2
1

0 si x2 ≤ 0 ou x1
1 ≤ x2

(17)la fontion (16) est φ(t) = 0 qui est ontinue et même dérivable aux sens préédents.Et pourtant la fontion ψ(u) = f(u, u2/2) n'est pas ontinue (elle vaut 1 partout sauf en u = 0 oùelle vaut 0. C'est une dr�le de ontinuité.Si on enlève la dé�nition de la ontinuité pour en trouver une autre qui fasse que ette fontion nesoit plus ontinue, elle reste ependant dérivable au sens de Gâteaux et on trouverait une fontion nonontinue mais ependant dérivable.Le moins qu'on puisse penser est que le terrain est miné. On a don le hoix entre1. rester dans le hamp de mine et tenter de dé�nir des hemins de passage en ra�nant un peu lesdé�nitions ;2. sortir du hamp de mine et le ontourner.C'est la seonde solution qui est préférée dans e petit ours.
4



1.2.2 GéométrisationLes problèmes évoqués dans le paragraphe préédent sont tous liés à l'introdution des fontionspartielles et leurs épigones que sont les dérivées partielles.C'est ela qu'il s'agit d'éviter et pour l'éviter on peut grouper les N variables x1, . . . , xN réelles enune seule dont la nature sera d'être vetorielle. Pour ela on introduisant le veteur
~x = x1~e1 + . . .+ xN~eN (18)d'un espae vetoriel EN à N dimensions dont les xn sont les oordonnées dans la base ~e1, . . . , ~eN .Plut�t que d'introduire une fontion de N variables omme (12) on introduit une fontion de l'espae

EN omme
F : EN −→ R

~x −→ F (~x)
(19)et la orrespondane entre les deux fontions est que

f(x1, . . . , xn, . . . , xN ) = F (x1~e1 + . . .+ xN~eN ) (20)Si une fontion F (~x) est donnée on trouve une fontion f(x1, . . . , xN) par (20) ; e qui n'est possibleque dès lors qu'une base partiulière est spéi�ée.Un hangement de base hange également la orrespondane (20). Ce qu'on veut dire par là est qu'unveteur partiulier d'un espae vetoriel EN ne dépend pas de la base hoisie dans et espae ; aussi si ondonne une fontion omme (19), il lui orrespond un très grand nombre de fontions omme (12), autantque de bases possibles dans EN .Inversement si on donne une fontion omme (12), par (20) il lui orrespond un grand nombre defontions omme (15), autant que de bases possibles dans EN .Ce dernier inonvénient, que Postnikov avoue franhement ne pas savoir réduire [?, p 39℄, empêhed'algébriser omplètement la géométrie (i.e. faire de la géométrie la géométrie analytique) et inversementaussi de géométriser omplètement l'algèbre.Toutefois si on renone à jamais hanger de base, il est faile d'oublier l'inonvénient et de raisonnerdans l'espae EN plut�t que dans RN . Et 'est e qui va être fait.La question est d'introduire la ontinuité puis la dérivation de la fontion F par rapport au veteur ~x.Pour ela il faut d'abord munir l'espae vetoriel EN d'un moyen de mesurer les longueurs des veteurs,'est à dire d'une norme.La norme est une appliation du type (19) qu'on note ependant un peu di�éremment
|| || : EN −→ R

~x −→ ||~x|| (21)et qui a pour propriété
||~x|| ≥ 0 et ||~x|| = 0 ⇐⇒ ~x = 0
||λ~x|| = |λ|||~x||
||~x+ ~y|| ≤ ||~x|| + ||~y||

(22)L'espae vetoriel EN muni d'une norme est appelé un espae vetoriel normé ou plus simple un espaenormé et sur les espaes normés il est possible d'introduire déjà une dé�nition saine de la ontinuité puisde la dérivation de fontions.1.2.3 Continuité dans un espae norméOn peut reprendre la dé�nition formelle de la ontinuité, i.e. F est ontinue au point ~x si
∀ǫ > 0, ∃ν > 0 tel que ||~x− ~y|| < ν =⇒ |F (~x) − F (~y)| < ǫ (23)Cela règle la question de la ontinuité de la fontion (17) : elle n'est pas ontinue en ~x = 0~e1 +0~e2 = ~0.Pour le montrer il su�t de hoisir ǫ < 1 ; alors pour tout ν donné le veteur ~y = 2(

√

1 + ν/2 −
1)~e1/||~e1|| + (

√

1 + ν/2 − 1)2~e2/||~e2|| est tel que F (~y) = 1 et on a aussi ||~y − ~x|| = ||~y|| ≤ 2(
√

1 + ν/2 −
1) + (

√

1 + ν/2 − 1)2 = ν/2 < ν d'où il s'ensuit que l'impliation est fausse.On n'a pas eu besoin d'expliiter la norme pour obtenir e résultat ; la dé�nition des propriétés (22)de elle-i a su�t. 5



1.2.4 Dérivée au sens de Fréhet dans un espae norméUne fontion (19) dérivable au sens de Fréhet est une fontion qui peut être érite
F (~x+ δ~x) = F (~x) + ∇F (~x)(δ~x) + o(||δ~x||) (24)où

∇F (~x) : EN −→ R

~y −→ ∇F (~x)(~y)
(25)est une appliation linéaire par rapport à son argument ~y, i.e. telle que

∇F (~x)(λ~y) = λ∇F (~x)(~y)
∇F (~x)(~y + ~z) = ∇F (~x)(~y) + ∇F (~x)(~z)

(26)et où
o : R −→ R

u −→ o(u)
(27)est une fontion réelle à valeur réelle qui a la propriété

lim
u−→0

o(u)

u
= 0 (28)Si on revient aux oordonnées par (18) l'appliation linéaire (25), omme toute appliation linéaireen dimension �nie, est représentée par les N oe�ients αn de manière que

∇F (~x)(y1~e1 + . . .+ yN~eN ) = α1y1 + . . .+ αNyN (29)En hoisissant dans (24) un veteur
δ~x = δxn~en (30)et en utilisant (20) ette formule (24) se transforme en

f(x1, . . . , xn + δxn, . . . , xN) = f(x1, . . . , xn, . . . , xN) + αnδxn + o(|δxn|||~en||) (31)On peut alors érire
αn =

f(x1, . . . , xn + δxn, . . . , xN ) − f(x1, . . . , xn, . . . , xN)

δxn
+ ||~en||

o(|δxn|||~en||)
|δxn|||~en||

(32)et par passage à la limite, prenant en ompte que ||~en|| est une quantité �nie et la dé�nition (15), ontrouve
αn = ∂nf(x1, . . . , xN) (33)Le oe�ient αn de l'appliation linéaire (25) exprimée en oordonnées est la dérivée partielle de lafontion à plusieurs variable dé�nie par (21) à partir de la fontion à argument vetoriel (19).On rejoint le hamp de mine préédent. Mais ette fois i on dispose d'une poêle à frire ! En e�et il estexlu que le oe�ient αn soit mal dé�ni omme il le serait si la dérivée partielle ∂nf(x1, . . . , xN) n'étaitpas ontinue au point (x1, . . . , xN).Pour résumer, si une fontion (19) dont le domaine de dé�nition est un espae normé est dérivableau sens de Fréhet en un point ~x, i.e. on peut érire (24), alors 'est que la fontion à plusieurs variablesdé�nie par (20) a ses dérivées partielles (15) ontinues.1.2.5 La ondition néessaire de minimumIl est maintenant possible de répéter le raisonnement déjà fait pour une fontion réelle d'un argumentréel pour le problème qui onsiste à herher ~x∞ tel que

∀~x ∈ EN : F (~x∞) ≤ F (~x) (34)dans le as où F est une fontion di�érentiable au sens de Fréhet (i.e. on peut érire (24)).6



D'abord on rérit (34) en faisant subir à ~x une translation : on herhe ~x∞ tel que
∀δ~x ∈ EN : F (~x∞) ≤ F (~x∞ + δ~x) (35)Ensuite on exploite la di�érentiabilité de F en ~x e qui permet d'érire

∀δ~x ∈ EN : F (~x∞) ≤ F (~x∞) + ∇F (~x∞)(δ~x) + o(||δ~x||) (36)soit don
∀δ~x ∈ EN : −o(||δ~x||) ≤ ∇F (~x∞)(δ~x) (37)Puis, omme (37) doit être véri�é pour tout δ~x, elle doit l'être également pour son opposé alors, endivisant par ||δ~x||, on peut érire enore

∀δ~x ∈ EN : −o(||δ~x||)||δ~x|| ≤ 1

||δ~x||∇F (~x∞)(δ~x) = ∇F (~x∞)

(

δ~x

||δ~x||

)

≤ o(||δ~x||)
||δ~x|| (38)Et �nalement, en utilisant la dé�nition (28) qui est demandée pour la fontion o, on obtient parpassage à la limite

∀δ~x ∈ EN : 0 ≤ lim
||δ~x||−→0

∇F (~x∞)

(

δ~x

||δ~x||

)

≤ 0 (39)Or le veteur δ~x/||δ~x|| est de norme 1 ; ette ondition (39) s'érit enore
∀~x′ ∈ EN tel que ||~x′|| = 1 : ∇F (~x∞)(~x′) = 0 (40)'est à dire que l'appliation linéaire (25) doit être à valeur nulle pour tout argument dont la norme est1. Si l'appliation linéaire n'était pas nulle alors il existerait ~y 6= 0 tel que ∇F (~x∞)(~y) 6= 0 ; ommel'appliation est linéaire on aurait alors ∇F (~x∞)(~y/||~y||) 6= 0, e qui est ontraditoire ave (40).Il faut don pour que ~x∞ soit une solution de (34) que

∇F (~x∞) = 0 ⇐⇒ ∀n ∈ {1, . . . , N} : ∂nf(x∞1 , . . . , x
∞
N ) = 0 (41)Condition su�sante La ondition (41) n'est que néessaire. Pour trouver une ondition su�sante ilfaudrait pousser un peu plus loin l'analyse, mais e ne sera pas fait pour les mêmes raisons que dans leparagraphe de la reherhe des onditions néessaires des fontions réelles à variable réelle.1.3 Traitement du problème le plus simple du alul des variationsLes problèmes (5) et (13) di�èrent de e qu'une fontion à plusieurs variables ne omporte qu'unnombre �ni d'arguments alors qu'une fontionnelle en omporte une in�nité : autant de que de pointsdans le segment ]0, T [.Mais si on oublie ette di�érene, et qu'on aepte don de traiter le problème (5) sans trop depréautions, on peut faire immédiatement un traitement analogue au traitement du problème (36). Et'est e qu'on va faire dans e paragraphe.1.3.1 Transformation du problème de départTout d'abord l'espae V (1) n'est pas un espae vetoriel. Par ontre l'espae

V0 = {x ∈ C1([0, T ]) telle que x(0) = 0; x(T ) = 0} (42)en est un. On peut alors onsidérer tout élément de V omme la superposition
x ∈ V ⇐⇒ x(t) =

Xt

T
+ y(t) où y ∈ V0 (43)7



À e hangement de variable orrespond un hangement de fontionnelle omme
J (y) =

∫ T

0

L

(

y(t) +
Xt

T
, ẏ(t) +

X

T
, t

)

dt (44)de manière que
S(x) = J

(

y −F
(

Xt

T

)

, ẏ(t), t

) (45)où on note F(f(t)) = f pour pouvoir abstraire une expression de sa variable et en faire ainsi unefontion. Par exemple si x2 est une expression F(x2) est le nom de la fontion : R −→ R

u −→ u2

: on a
F(x2)(u) = u2.Pour simpli�er e qui suit on peut enore introduire la nouvelle fontion

L

(

u+
Xw

T
, v +

X

T
,w

)

= ρ(u, v, w) (46)et érire alors
J (y) =

∫ T

0

ρ(y(t), ẏ(t), t)dt (47)Le problème (5) se transforme alors entrouver y∞ ∈ V0 telle que ∀y ∈ V0 on a J (y∞) ≤ J (y) (48)et y∞ onnue il est possible de trouver x∞ par (43).L'intérêt de ette transformation est bien sûr de pouvoir travailler dans l'espae vetoriel V0 plut�tque dans l'espae (on a envie de penser a�ne et 'est ela) V.1.3.2 Norme, ontinuité et di�érentiabilitéUne norme sur le modèle de (21) peut être formellement dérite, soit
|| || : V0 −→ R

y −→ ||y|| (49)qui a pour propriété
||x|| ≥ 0 et ||x|| = 0 ⇐⇒ x = 0
||λx|| = |λ|||x||
||x+ y|| ≤ ||x|| + ||y||

(50)On introduit ensuite une dé�nition de la ontinuité sur le modèle de (23) : J est ontinue en x si
∀ǫ > 0, ∃ν > 0 tel que ||x− y|| < ν =⇒ |J (x) −J (y)| < ǫ (51)Et en�n on introduit la dérivée sur le modèle de (24) : une fontionnelle J est dérivable au sens deFréhet si

J (y + δy) = J (y) + ∇J (y)(δy) + o(||δy||) (52)où
∇J (y) : ν0 −→ R

z −→ ∇J (y)(z)
(53)est une fontion linéaire de son argument z, i.e. telle que

∇J (y)(λz) = λ∇J (y)(z)
∇J (y)(z + u) = ∇J (y)(z) + ∇J (y)(u)

(54)et où o a la propriété (28). 8



1.3.3 Le hoix de la normeUne propriété intéressante de la norme en dimension �nie était que toutes les normes y sont équiva-lentes.Cela signi�e que si on donne 2 normes di�érentes || || et || ||′ alors on peut trouver deux nombre α et
β stritement positifs tels que pour y on ait

α||y|| ≤ ||y||′ ≤ β||y|| (55)Et une utilisation de ette propriété est que la notion de limite ne dépend pas alors de la normeutilisée. Si par exemple on introduit une suite yn alors
lim

n−→∞
yn = 0 (56)se traduit en utilisant la norme || || par

∀ǫ > 0, ∃N > 0 tel que n > N =⇒ ||yn|| < ǫ (57)et don
∀ǫ > 0, ∃N > 0 tel que n > N =⇒ ||yn|| < ǫ =⇒ ||yn||′ < ǫ/β (58)qui s'érit enore

∀ǫ′ > 0, ∃N ′ > 0 tel que n > N ′ =⇒ ||yn||′ < ǫ′ (59)'est à dire que la suite yn onverge aussi en utilisant la norme || ||′.En dimension �nie, on peut don se dispenser de préiser quelle norme est utilisée ; puisque toutesonduisent aux même résultat.Ce n'est plus vrai en dimension in�nie, omme le montre la omparaison de es deux normes dans V0 :
||y|| =

√

∫ T

0

(y(t))2 dt et ||y||′ =

√

∫ T

0

(

dy

dt
(t)

)2

dt (60)(|| ||′ est bien une norme pare que si la dérivée de y est nulle dans [0, T ] alors y est une onstante, maisdans V0 ette onstante ne peut qu'être nulle puisqu'on a y(0) = y(T ) = 0.) sur la fontion de V0

yN(t) =
1

N
sin (Nπt/T )) (61)On a

||yN || =
T

2N2
et ||yN ||′ =

2π2

T
(62)d'où on retire que les fontions lim

N−→∞
yn sont bien di�érentes en utilisant l'une ou l'autre de es deuxnormes : pour || || 'est la fontion nulle, pour || ||′ on n'en sait rien.En dimension in�nie, on ne peut pas se dispenser de préiser quelle norme est utilisée ; elles neonduisent pas toutes au même résultat.1.3.4 Inégalité de PoinaréLe résultat selon lequel l'étude des espaes de fontions suppose dépend de la norme qu'on utilise estbien ennuyeux ; mais 'est le problème du grand hapitre de l'analyse fontionnelle et pas vraiment eluide e petit paragraphe que onstitue le alul des variations.Pour sortir de e mauvais lieu, on dispose en e�et de l'inégalité de Poinaré qui permet de trier lesnormes parmi elles qui peuvent être utiles pour le alul des variations.Cette inégalité s'érit

V0 donné : ∃β > 0 tel que ∀y ∈ V0,

∫ T

0

(y(t))2 dt ≤ β

∫ T

0

(

dy

dt
(t)

)2

dt (63)et elle peut se démontrer en déomposant les éléments de V0 en série de Fourier (après avoir montré que'était possible et don fait de l'analyse fontionnelle) e qu'on n'a pas l'intention de faire ii puisqueette inégalité sera démontrée ailleurs et dans un adre plus général.On voit ainsi que la norme la plus �dure� entre || || et || ||′ (60) est bien || ||′ omme le portait à penserl'exemple (61). 9



1.3.5 Di�érentiation de fontionnelleOn a maintenant tous les éléments utiles pour aluler e�etivement ∇J (y) quand J est dé�nie par(47).D'abord, on utilise la norme || ||′ de (60) e qui permet d'a�rmer que
∀δy ∈ V0 : ||δy||′ −→ 0 =⇒ ∀t ∈ [0, T ], δy(t) −→ 0 et dδy

dt
(t) −→ 0 (64)e qui ne serait pas vrai ave la norme || || omme le montre l'exemple (61).On peut maintenant herher à aluler expliitement

J (y + δy) =

∫ T

0

ρ(y(t) + δy(t), ẏ(t) + δẏ(t), t) dt (65)en exploitant le fait que la fontion à trois variables ρ est supposé di�érentiable (i.e. elle admet troisdérivées partielles ontinues par rapport à ses trois arguments), ar en e�et ave (64) on est assuré que
δẏ(t) est petit.On trouve alors

J (y + δy) =

∫ T

0

ρ(y(t), ẏ(t), t)

+∂1ρ(y(t), ẏ(t), t)δy(t) + ∂2ρ(y(t), ẏ(t), t)δẏ(t)

+o(||(δy(t), δẏ(t))||E2
) dt

(66)où on note
||(u, v)||E2

(67)la norme du ouple (u, v) �gurant un veteur dans E2.Il reste enore à a�rmer qu'on peut trouver une fontion o′ telle que
o′(||δy||′) =

∫ T

0

o(||(δy(t), δẏ(t))||E2
) dt (68)pour que (66) se trouve mis sous la forme (52) ave

∇J (y)(δy) =

∫ T

0

∂1ρ(y(t), ẏ(t), t)δy(t) + ∂2ρ(y(t), ẏ(t), t)δẏ(t) dt (69)et que la di�érentielle ∇J (y) au point y de J soit ainsi spéi�ée.1.3.6 Condition néessaire de minimumPour obtenir une ondition néessaire du problème (48), on peut, mutatis mutendis, répéter le textequi s'étend de (35) à (40) d'où on déduit que néessairement
∇J (y∞) = 0 (70)Ce qui se traduit par

∀y′ ∈ V0 : ∫ T

0

∂1ρ(y∞(t), ẏ∞(t), t)y′(t) + ∂2ρ(y∞(t), ẏ∞(t), t)ẏ′(t) dt = 0 (71)Cette expression (71) est extrêmement importante en pratique : elle est la lé de e qu'on appellela méthode des éléments �nis. On l'appelle la forme faible ou la forme variationnelle du problème d'ex-trémisation (48). Et elle permet de faire des aluls numériques dans les as (fréquents) où on ne onnaîtpas de solution analytique au problème (48).Mais il est d'usage de transformer un peu (71) pour obtenir des équation di�érentielles ordinairesqu'on peut espérer savoir intégrer analytiquement ou enore traiter numériquement autrement qu'ave laforme faible. 10



1.3.7 Équation d'Euler-LagrangeSi maintenant on roit que la fontion
t −→ ∂2ρ(y∞(t), ẏ∞(t), t) (72)est dérivable, alors on peut transformer (71) ave une intégration par partie

∫ T

0

∂2ρ(y∞(t), ẏ∞(t), t)ẏ′(t) dt = [y′(t)∂2ρ(y∞(t), ẏ∞(t), t)]
T
0

−
∫ T

0

y′(t)
d

dt
(∂2ρ(y∞(t), ẏ∞(t), t)) dt

(73)mais omme y′(0) = y′(T ) = 0 on obtient �nalement
∫ T

0

∂2ρ(y∞(t), ẏ∞(t), t)ẏ′(t) dt = −
∫ T

0

y′(t)
d

dt
(∂2ρ(y∞(t), ẏ∞(t), t)) dt (74)Et don au total (71) devient

∀y′ ∈ V0 : ∫ T

0

(

∂1ρ(y∞(t), ẏ∞(t), t) − d

dt
(∂2ρ(y∞(t), ẏ∞(t), t))

)

y′(t) dt = 0 (75)qui a le gros avantage de ne plus omporter de dérivées de y′.Si on suppose qu'il existe un intervalle [a, b] ⊂ [0, T ] et une onstante c > 0 dans lequel
∂1ρ(y∞(t), ẏ∞(t), t) − d

dt
(∂2ρ(y∞(t), ẏ∞(t), t)) ≥ c (76)il su�t de hoisir

y′(t) =

{

(x− a)2(x− b)2 si a < x < b
0 sinon ∈ V0 (77)pour trouver qu'alors

∫ T

0

(

∂1ρ(y∞(t), ẏ∞(t), t) − d

dt
(∂2ρ(y∞(t), ẏ∞(t), t))

)

y′(t) dt ≥ c(b− a)5

30
(78)e qui est inompatible ave (75) si b > a et c > 0.On peut faire la même hose pour d'éventuelles valeurs négatives de (76) et on est don amené àonlure que néessairement en presque tous les t

∂1ρ(y∞(t), ẏ∞(t), t) − d

dt
(∂2ρ(y∞(t), ẏ∞(t), t)) = 0 (79)e qui onstitue la forme forte ou l'équation d'Euler-Lagrange du problème (48).1.3.8 L'objetion de du Bois-ReymondCette objetion tient à l'hypothèse de départ du paragraphe préédent selon laquelle on suppose que(72) est dérivable.C'est bien une hypothèse pare que même si on suppose ρ omme di�érentiable autant de fois qu'onle veut, il n'en reste pas moins qu'on a demandé au départ à y∞ seulement d'être dérivable (ave dérivéeontinue) une fois.Du Bois-Reymond propose alors de ne pas faire ette supposition et de plut�t faire une intégrationpar partie de l'autre terme de (71), e qui ne pose pas de problèmes puisque y′ est dérivable.On arrive alors à érire

∫ T

0

∂1ρ(y∞(t), ẏ∞(t), t)y′(t) dt =

[

y′(t)

∫ t

0

∂1ρ(y∞(u), ẏ∞(u), u) du

]T

0

−
∫ T

0

ẏ′(t)

∫ t

0

∂1ρ(y∞(u), ẏ∞(u), u) du dt

(80)11



soit, ompte tenu de e que y′(0) = y′(T ) = 0

∫ T

0

∂1ρ(y∞(t), ẏ∞(t), t)y′(t) dt = −
∫ T

0

ẏ′(t)

∫ t

0

∂1ρ(y∞(u), ẏ∞(u), u) du dt (81)et alors (71) peut se mettre sous la forme
∀y′ ∈ V0 : ∫ T

0

(

−
∫ t

0

∂1ρ(y∞(u), ẏ∞(u), u) du+ ∂2ρ(y∞(t), ẏ∞(t), t)

)

ẏ′(t) dt = 0 (82)Il ne reste plus qu'à introduire le lemme ad ho de Paul du Bois-Reymond selon lequelsi f est ontinue et ∀y′ ∈ V0 :

∫ T

0

f(t)ẏ′(t) dt = 0alors f est onstante sur[0, T ]

(83)dont la démonstration ne sera pas faite ii, pour voir que (82) onduit à
−
∫ t

0

∂1ρ(y∞(u), ẏ∞(u), u) du+ ∂2ρ(y∞(t), ẏ∞(t), t) = Constante (84)qui est une forme intégrale de l'équation d'Euler-Lagrange (79).1.3.9 SynthèseDe nombreuses hoses ont été évoquées depuis la page ??. Et il n'est peut-être pas inutile de rappelerii les résultats importants.Tout d'abord on a le problème (5)trouver x∞ ∈ V telle que ∀x ∈ V on a S(x∞) ≤ S(x)dont on propose de herher une ondition néessaire (toute analyse de ondition su�sante est prosrite).Pour travailler dans un espae vetoriel, on transforme le problème (5) en le problème (48)trouver y∞ ∈ V0 telle que ∀y ∈ V0 on a J (y∞) ≤ J (y)où on a posé (42), (43), (44), (46)
V0 = {x ∈ C1([0, T ]) telle que x(0) = 0; x(T ) = 0}

x ∈ V ⇐⇒ x(t) =
Xt

T
+ y(t) ave y ∈ V0

J (y) =

∫ T

0

ρ (y(t), ẏ(t), t) dt

ρ(u, v, w) = L

(

u+
Xw

T
, v +

X

T
,w

)L'analyse menée aboutit aux di�érentes formes de la ondition néessaire qui sont : la forme faible(ou variationnelle) (71)
∀y′ ∈ V0 : ∫ T

0

∂1ρ(y∞(t), ẏ∞(t), t)y′(t) + ∂2ρ(y∞(t), ẏ∞(t), t)ẏ′(t) dt = 0puis la forme forte (ou d'Euler-Lagrange) (79)
∂1ρ(y∞(t), ẏ∞(t), t) − d

dt
(∂2ρ(y∞(t), ẏ∞(t), t)) = 012



ou, si on veut prendre en ompte l'objetion de du Bois-Reymond, la forme intégrale (84) de ette formeforte
−
∫ t

0

∂1ρ(y∞(u), ẏ∞(u), u) du+ ∂2ρ(y∞(t), ẏ∞(t), t) = ConstanteIl su�t alors de d'utiliser inversement (42), (43), (44), (46) sur (71) pour retrouver déjà la forme faibleou forme variationnelle portant sur x∞ : néessairement x∞ est solution de






x∞ ∈ V i.e. notamment x∞(0) = 0 et x∞(T ) = X

∀y′ ∈ V0 : ∫ T

0

∂1L(x∞(t), ẋ∞(t), t)y′(t) + ∂2L(x∞(t), ẋ∞(t), t)ẏ′(t) dt = 0
(85)on notera que la variation y′ est bien dans V0 et pas dans V0.On peut ensuite, toujours en utilisant (42), (43), (44), (46) mais maintenant sur (79) et (84) arriverà : l'équation d'Euler-Lagrange (ou forme forte)

{

x∞ ∈ V i.e. notamment x∞(0) = 0 et x∞(T ) = X

∂1L(x∞(t), ẋ∞(t), t) − d

dt
(∂2L(x∞(t), ẋ∞(t), t)) = 0

(86)et à sa forme intégrale de du Bois-Reymond






x∞ ∈ V i.e. notamment x∞(0) = 0 et x∞(T ) = X

−
∫ t

0

∂1L(x∞(u), ẋ∞(u), u) du+ ∂2L(x∞(t), ẋ∞(t), t) = Constante (87)La forme (85) de la ondition néessaire onduit aux méthodes d'éléments �nis pour le alul e�etif dela solution de (5). la forme (86) onduit aux équations di�érentielles ordinaires permettant soit de trouverdes solutions analytiques au problème. La forme (87) permet d'introduire les méthodes numériques deRunge-Kutta.Mais hélas, il reste un dernier aveux à faire, parfaitement négatif : on n'a pas traité la question de laondition su�sante au problème (5). Derrière ette question se ahe pourtant des enjeux importants (lastabilité des solutions), trop important pour être survolés dans e petit ours.1.4 ExeriesLe thème de es exemples est l'apprentissage quasi manuel des aluls qui mènent de la formefontionnelle d'un problème à sa forme forte en passant par la forme faible.On ne herhe pas à reopier sottement les résultats (85) et (86) mais au ontraire on refaiten abrégé les aluls menat à es résultats.Pour haune des fontionnelles données de la forme
S(x) =

∫ T

0

L(t, x(t), ẋ(t))dt où ẋ(t) =
dx

dt
(t)On développera à l'ordre 1 la fontion δλ −→ S(x + δλx′) où x′ est une fontion a prioriquelonque, i.e.

S(x+ δλx′) = S(x) + δλ

∫ T

0

(

∂xL(t, x(t), ẋ(t))x′(t) + ∂ẋL(t, x(t), ẋ(t))ẋ′(t)
)

dt+ o(δλ)puis on érira les onditions néessaires pour trouver x∞ tel que
{

x∞(0) = x0; x∞(T ) = xT

∀x tel que x(0) = x0; x(T ) = xT : S(x∞) ≤ S(x)en prenant soin de noter qu'elles ne sont pas su�santes. On trouvera don que
∀x′ / x′(0) = x′(T ) = 0 :

∫ T

0

(

∂xL(t, x∞(t), ẋ∞(t))x′(t) + ∂ẋL(t, x∞(t), ẋ∞(t))ẋ′(t)
)

dt = 013



en notant bien que x′ ∈ V0 et pas V.Ensuite on intégrera par parties le terme ontenant ẋ′(t) dans l'expression préédente pourtrouver
∀x′ / x′(0) = x′(T ) = 0 :

∫ T

0

(

∂xL(t, x∞(t), ẋ∞(t)) − d

dt
(∂ẋL(t, x∞(t), ẋ∞(t)))

)

x′(t)dt = 0expression à partir de laquelle on onlura qu'il est alors su�sant pour x∞ d'être tel que
∀t : ∂xL(t, x∞(t), ẋ∞(t)) − d

dt
(∂ẋL(t, x∞(t), ẋ∞(t))) = 0e qui illustre le lien entre les opérations de minimisation de fontionnelles et résolutiond'équations di�érentielles ordinaires.On ne pose pas ii de problème sur la nature des espaes de fontions onernés mais onapprend à opérer ave e�aité.1. S(x) =

∫ T

0

m

2

(

dx

dt
(t)

)2

− k

2
(x(t))2 + f(t)x(t) dt2. S(q) =

∫ T

0

(

l

2

(

dq

dt
(t)

)2

− 1

2c
(q(t))2 + e(t)q(t)

)

expt/τ dt ave τ = l/r3. S(θ) =

∫ T

0

mr2

2

(

dθ

dt
(t)

)2

+mgr cos (θ(t)) dt4. S(q) =

∫ T

0







∫

dq

dt
(t)

0

φ(u) du






− (q(t)2)

2c
+ e(t)q(t) dtoù φ est une fontion ontinue, impaire et stritement roissate.5. S(x) = −

∫ T

0

m0c
2

√

1 − 1

c2

(

dx

dt
(t)

)2

− f(t)x(t) dt2 Extensions du problème le plus simple de alul des variationsLe gros du travail a été fait. Il reste ependant à étendre un peu la portée de e qui a été établidans deux diretions : les fontions à valeurs vetorielles et les fontion à plusieurs variables.La première des diretions est faile, la seonde un peu moins et elle n'est signalée qu'à titreindiatif.2.1 Problème dans CN

1
([0, T ])Supposons qu'au lieu d'être une fontion dont la valeur est réelle, x soit une fontion dont la valeurest dans R

N ; on suppose que toutes les omposantes de x sont dérivables et à dérivée ontinue, e qu'onappelle CN
1 ([0, T ]).Peut-on déduire de l'analyse préédente une ondition néessaire sous forme faible puis forte duproblème trouver x∞ ∈ V telle que ∀x ∈ V on a S(x∞) ≤ S(x) (88)où

V = {x ∈ CN
1 ([0, T ]) telle que x(0) = 0; x(T ) = X} (89)et

S : V −→ R

x −→ S(x) =

∫ T

0

L (x(t), ẋ(t), t) dt
(90)14



ave
L : R

N × R
N × R −→ R

(u, v, w) −→ L(u, v, w)
(91)une fontion à 2N + 1 variables, di�érentiable au moins deux fois ?La réponse est oui. Comme il ne s'agit que de trouver une ondition néessaire, on peut toujours faireappel suessivement aux problèmes partiels dont les variables sont les omposantes xn (n = 1 . . . N) duveteur x.2.1.1 ExeriesTrouver les formes faible et forte des onditions néessaires d'extrema des problèmes suivants.1. S(q1, q2, q3) =

∫ T

0

1

2

3
∑

n=1

3
∑

m=1

Mmn

(

dqn
dt

(t)

)(

dqm
dt

(t)

)

−
3
∑

n=1

(qn(t))2

2cn
dt2. S(q, Q, x) =

∫ T

0

µ

2

(

dx

dt
(t)

)2

+
l

2

(

dq

dt
(t)

)2

+m(x(t))

(

dq

dt
(t)

)(

dQ

dt
(t)

)

+
L

2

(

dQ

dt
(t)

)2

−Q(t)e(t) dtAttention m est une fontion donnée de R dans R dont l'argument est x(t) dans l'expression.3. S(~x0, ~x1, ~x2) =

∫ T

0

1

2

2
∑

n=0

µn

(

d~xn

dt
(t)

)2

+
2
∑

n=0

kµnµ(n+1) mod 3

|~xn − ~x(n+1) mod 3|
dt où les ~xn sont des fontions àvaleurs dans R

3 et où les arrés appliqués à es fontions signi�ent le arré de la norme eulidienne.2.2 Problèmes d'équations aux dérivées partiellesCes deux exemples sont destinés à permettre au leteur de reonnaître s'il a saisi l'esprit dualul des variations.2.2.1 Transfert de haleur stationnaireOn donne la position dans le plan omme ~p = x~i+y~j, puis un disque dans e plan omme les positionsdont les oordonnées satisfonts à x2 + y2 < r2.On range les fontions à valeur réelle et à deux arguments réels T : R
2 −→ R

(x, y) −→ T (x, y)
dé�niesdans le disque, di�érentiables une fois, dont les dérivées partielles sont ontinues et qui s'annulent sur lebord de e disque dans un ensemble V0.On donne de plus une fontion q : R

2 −→ R

(x, y) −→ q(x, y)
dé�nie sur e disque et on onsidère lafontionnelle

S(T ) =

∫

x2+y2<r2

λ

2

(

(

∂T

∂x
(x, y)

)2

+

(

∂T

∂y
(x, y)

)2
)

− q(x, y)T (x, y) dxdyIl faut trouver des onditions orrespondant à une forme faible puis une forme forte permettant lealul de T∞ ∈ V0 tel que
∀T ∈ V0 : S(T∞) ≤ S(T )On pourra introduire des notations plus ompates (tensorielles ou utilisant le veteur ~∇ de Hamiltonou toutes autres).2.2.2 Magnétostatique en domaine bornéOn donne la position dans l'espae omme ~p = x~i+ y~j + z~k, puis une sphère dans e plan omme lespositions dont les oordonnées satisfonts à x2 + y2 + z2 < r2.On range dans un ensemble V0 les fontions à valeur réelle et à trois arguments réels a : R

3 −→ R

(x, y, z) −→ a(x,dé�nies dans la sphère, di�érentiables une fois, dont les dérivées partielles sont ontinues et qui satisfont15



aux onditions zay(x, y, z) = yaz(x, y, z), xaz(x, y, z) = zax(x, y, z) et yax(x, y, z) = xay(x, y, z) quand
x2 + y2 + z2 = r2.On donne de plus trois fontions jn : R

3 −→ R

(x, y, z) −→ jn(x, y, z)
ave n = x, y, z, dé�nie dans ettesphère et on onsidère la fontionnelle

S(ax, ay, az) =

∫

x2+y2+z2<r2

jx(x, y, z)ax(x, y, z) + jy(x, y, z)ay(x, y, z) + jz(x, y, z)az(x, y, z) −

1

2µ(x, y, z)

(

((

∂az

∂y
(x, y, z)

)

−
(

∂ay

∂z
(x, y, z)

))2

+

((

∂ax

∂z
(x, y, z)

)

−
(

∂az

∂x
(x, y, z)

))2

+

((

∂ay

∂x
(x, y, z)

)

−
(

∂ax

∂y
(x, y, z)

))2
)

dxdydzOn demande les onditions néessaires (forme faible et forme forte) sur a∞x , a∞y , a∞z ∈ V0 tels que
∀ax, ay, az ∈ V0 : S(a∞x , a

∞
y , a

∞
z ) ≤ S(ax, ay, az)On pourra introduire des notations plus ompates (tensorielles ou utilisant le veteur ~∇ de Hamiltonou toutes autres).3 Équation d'Hamilton-JaobiOn revient maintenant au problème le plus simple de alul des variations (5) dont on suppose qu'ilexiste une solution et on introduit la fontion

A : R
2 −→ R

(X, T ) −→ A(X, T ) = S(x∞)
(92)La question est d'étudier ette fontion à deux arguments réels.Pour ela il est ommode de modi�er un peu la notation de (1). Plut�t que V on appelle

V(X, T ) = {x ∈ C1([0, T ]) telle que x(0) = 0; x(T ) = X} (93)Puis on dé�nit l'appliation
A : R

2 −→ C1([0, T ])
(X, T ) −→ x∞

(94)de manière que
A(X, T ) = S(A(X, T )) (95)3.1 Variation vertialeOn étudie tout d'abord la variation de l'appliation partielle
AT (X) = A(X, T ) (96)puis herhera à entrer ette variation dans la fontion S.Développement de la variation de x∞ Si X varie de δX alors x∞ varie de δx∞ de manière que demanière que (5) qui s'érivaittrouver x∞ ∈ V(X, T ) telle que ∀x ∈ V(X, T ) on a S(x∞) ≤ S(x) (97)deviennetrouver x∞ + δx∞ ∈ V(X + δX, T ) telle que ∀x ∈ V(X + δX, T ) on a S(x∞ + δx∞) ≤ S(x) (98)16



La ondition néessaire de (97) était (85), ave les nouvelles notations






















x∞ ∈ V(X, T ) i.e. notamment x∞(0) = 0 et x∞(T ) = X

∀y′ ∈ V0 = V(0, T ) :
∫ T

0

∂1L(x∞(t), ẋ∞(t), t)y′(t) + ∂2L(x∞(t), ẋ∞(t), t)ẏ′(t) dt = 0

(99)elle de (98) est alors






































x∞ + δx∞ ∈ V(X + δX, T ) i.e. notamment
x∞(0) + δx∞(0) = 0 et x∞(T ) + δx∞(T ) = X + δX

∀y′ ∈ V0 = V(0, T ) :
∫ T

0

∂1L(x∞(t) + δx∞(t), ẋ∞(t) + δẋ∞(t), t)y′(t)

+∂2L(x∞(t) + δx∞(t), ẋ∞(t) + δẋ∞(t), t)ẏ′(t) dt = 0

(100)
ou enore, en tenant ompte de (99),































δx∞ ∈ V(δX, T ) i.e. notamment δx∞(0) = 0 et δx∞(T ) = δX

∀y′ ∈ V0 = V(0, T ) :
∫ T

0

∂1L(x∞(t) + δx∞(t), ẋ∞(t) + δẋ∞(t), t)y′(t)

+∂2L(x∞(t) + δx∞(t), ẋ∞(t) + δẋ∞(t), t)ẏ′(t) dt = 0

(101)
Où on voit que l'expression sous l'intégrale ne demande qu'à être développée.Pour ela on peut onsidérer que

δx∞ = δXx1
∞ +

δX2

2
x2
∞ + . . .+

δXn

n!
xn
∞ + . . . (102)où x1

∞ ∈ V(1, T ), x2
∞ ∈ V(0, T ) ('est bien V(0, T )), n ≥ 2 =⇒ xn

∞ ∈ V(0, T ) (et où l'exposant de xn
∞n'est pas une puissane alors que δXn est la puissane n-ième de δX).Les fontions xn

∞ sont évidemment les oe�ients di�érentiels du développement de
AT (X + δX) = AT (X) + δX

dAT

dX
(X) +

δX2

2

d2AT

dX2
(X) + . . .+

δXn

n!

dnAT

dXn
(X) + . . . (103)qu'on suppose exister. On a

dnAT

dXn
(X) = xn

∞ (104)Cela dit, si on introduit une fontion F : C1([0, T ]) × C0([0, T ]) −→ R a�n d'érire les hosesde façon ompate, on obtient
F (x∞ + δx∞, ẋ∞ + δx∞) = δX(∂1F∞x

1
∞ + ∂2F∞ẋ

1
∞)

+
δX2

2

(

∂11F∞(x1
∞)2 + ∂12F∞x

1
∞ẋ

1
∞ + ∂22F∞(ẋ1

∞)2

+∂1F∞x
2
∞ + ∂2F∞ẋ

2
∞

)

+
δX3

6
. . .

(105)
où on déide de noter

∂nmF∞ = ∂nmF (x∞, ẋ∞) (106)17



On peut maintenant rérire (101) omme










































































δx∞ ∈ V(δX, T ) i.e. notamment δx∞(0) = 0 et δx∞(T ) = δX

∀y′ ∈ V0 = V(0, T ) :
∫ T

0

∂1L(x∞(t), ẋ∞(t), t)y′(t) + ∂2L(x∞(t), ẋ∞(t), t)ẏ′(t) dt

+δX

∫ T

0

(∂11L∞(t)x1
∞(t) + ∂12L∞(t)ẋ1

∞(t))y′(t)
+(∂21L∞(t)x1

∞(t) + ∂22L∞(t)ẋ1
∞(t))ẏ′(t) dt

+δX2/2

∫ T

0

. . .

+ . . .
= 0

(107)
où, sur le modèle de (106), on a noté

∂nmL∞(t) = ∂nmL(x∞(t), ẋ∞(t), t) (108)Ave (99) on sait déjà que le premier terme du développement en série de l'équation variationnelle estnul. En divisant par δX, qui est petit mais pas nul, on obtient alors


























































δx∞ ∈ V(δX, T ) i.e. notamment δx∞(0) = 0 et δx∞(T ) = δX

∀y′ ∈ V0 = V(0, T ) :
∫ T

0

(∂11L∞(t)x1
∞(t) + ∂12L∞(t)ẋ1

∞(t))y′(t)
+(∂21L∞(t)x1

∞(t) + ∂22L∞(t)ẋ1
∞(t))ẏ′(t) dt

+δX/2

∫ T

0

. . .

+ . . .
= 0

(109)
Le développement doit être nul pour toute valeur de δX. Si le terme onstant n'était pas nul, alors onpourrait hoisir δX su�samment petit pour que tous les termes qui le suivent soient négligeables devantlui. Il faut don qu'il soit nul, e qui fournit le problème permettant le alul de x1

∞ omme


























x1
∞ ∈ V(1, T ) i.e. notamment x1

∞(0) = 0 et x1
∞(T ) = 1

∀y′ ∈ V0 = V(0, T ) :
∫ T

0

(∂11L∞(t)x1
∞(t) + ∂12L∞(t)ẋ1

∞(t))y′(t)
+(∂21L∞(t)x1

∞(t) + ∂22L∞(t)ẋ1
∞(t))ẏ′(t) dt

= 0

(110)et ave un peu de patiene (en fait surtout un bon logiiel de alul formel) on pourrait obtenir sues-sivement tous les problèmes permettant le alul des xn
∞.Il est remarquable que tous es problèmes suessifs soient linéaires par rapport à leurs solution, avele orollaire que leur alul est faile.En onséquene, on onsidère que la variation δx∞ quand X varie de δX est aquise.Calul de A(X + δX, t) Il su�t d'exprimer

A(X + δX, t) = S(x∞ + δx∞) (111)ave δx∞ alulé ave (107) ou, pratiquement, de la forme (102) où les oe�ients sont alulés par (110)puis par les problèmes qui la suivent. 18



En reprenant la forme (3) de S, on obtient qu'à l'ordre 1
S(x∞ + δXx1

∞ + . . .) =

∫ T

0

L(x∞(t) + δXx1
∞(t) + . . . , ẋ∞(t) + δXẋ1

∞(t) + . . . , t) dt (112)soit don
S(x∞ + δXx1

∞ + . . .) = S(x∞)

+ δX

∫ T

0

∂1L(x∞(t), ẋ∞(t), t)x1
∞(t) + ∂2L(x∞(t), ẋ∞(t), t)ẋ1

∞(t) dt

+ . . .

(113)d'où on tire que
∂A

∂X
(X, T ) =

∫ T

0

∂1L(x∞(t), ẋ∞(t), t)x1
∞(t) + ∂2L(x∞(t), ẋ∞(t), t)ẋ1

∞(t) dt (114)qui n'est pas nulle omme le laisserait roire un examen sans préautions de (99) pare que x1
∞(T ) = 1 6= 0(e n'est pas un élément de V(0, T )).Cette intégrale (114) peut ependant être alulée par une intégration par parties omme on l'a faitpour passer de (85) à (86). Ainsi

∂A

∂X
(X, T ) = [∂2L(x∞(t), ẋ∞(t), t)x1

∞(t)]
T
0

+

∫ T

0

(

∂1L(x∞(t), ẋ∞(t), t) − d

dt
∂2L(x∞(t), ẋ∞(t), t)

)

x1
∞(t) dt

(115)ave la forme forte (86) on voit que l'intégrale est nulle, et ompte tenu que x1
∞(0) = 0 et x1

∞(T ) = 1, ontrouve
∂A

∂X
(X, T ) = ∂2L(x∞(T ), ẋ∞(T ), T ) (116)ou enore, ompte tenu que x∞(T ) = X

∂A

∂X
(X, T ) = ∂2L(X, ẋ∞(T ), T ) (117)e qui onstitue le résultat important de e paragraphe.Il est remarquable qu'on n'ait pas besoin de aluler e�etivement x1

∞ pour trouver la valeur de
∂A

∂X
(X, T ) : il su�t de onnaître seulement ẋ∞(T ).3.2 Variation horizontaleQuand on sait tout les e�orts qu'il a fallu faire pour obtenir ∂S

∂X
(X, T ) ; quand on voit qu'une variationpar rapport à T transforme les bornes de l'intégrale de (3) et que don pour travailler sur quelque hosede �xe il faut préalablement faire un hangement de variable et de fontion sur x(t) ; on devine quel'approhe frontale devient très ompliquée d'un point de vue alulatoire.Cette approhe frontale sur le problème le plus simple du alul des variations est ependant indispens-able pour disposer une palette omplète d'outils (ontondants) utiles à une utilisation e�etive du aluldes variations dans une physique marosopique du XXIième sièle dont l'objetif serait de résoudre lesproblèmes que nous a légués le XIXième sièle (et que le XXième sièle s'est ontenté de transmettreles laissant inhangés. Non, là 'est injuste !)Mais une telle ambition n'est pas l'objetif de e petit ours qui se limite à quelques onsidérationsde base. Aussi l'approhe frontale ne sera pas tentée.Par ontre on peut dire tout de suite quelque hose de simple en examinant (92) érit sous la formeompate

A : R
2 −→ R

(X, T ) −→ A(X, T ) = min
x∈V(X,T )

∫ T

0

L(x(t), ẋ(t), t) dt

(118)19



Si X et T varient simultanément de manière que la solution x∞ : [0, T ] −→ R trouvée ave (X, T )soit prolongée par
x′∞ : [0, T + δT ] −→ R

t −→
{

x∞(t) si t ∈ [0, T ]autre hose sinon (119)alors pour que x′∞ soit ontinue et de dérivée ontinue l'autre hose de (119) ne pourra pas manquerd'être
X + ẋ∞(T )(t− T ) (120)pour une variation δT su�samment petite ; la variation de X orrespondante sera don
δX = ẋ∞(T )δT (121)et la variation de A sera

δA = L(X, ẋ∞(T ), T )δT (122)En passant à la limite on obtient alors que
∂A

∂X
(X, T )ẋ∞(T ) +

∂A

∂T
(X, T ) = L(X, ẋ∞(T ), T ) (123)et don

∂A

∂T
(X, T ) = L(X, ẋ∞(T ), T ) − ẋ∞(T )∂2L(X, ẋ∞(T ), T ) (124)Ave (124), on obtient la dérivée partielle de A par rapport au temps T omme on avait obtenu ladérivée partielle de A par rapport à X en (117).3.3 Équation d'Hamilton-JaobiLe rapprohement de (117) et (124) met en évidene que les deux dérivées partielles de A ne peuventêtre alulées que si on onnaît ẋ∞(T ). Mais on peut éliminer ette variable entre les deux équations, equi fournit l'équation d'Hamilton Jaobi.Pour ela on introduit à partir de L : R

3 −→ R une nouvelle fontion
H : R

3 −→ R

(u, p, w) −→ H(u, p, w) = max
v∈R

(pv − L(u, v, w))
(125)en aeptant que L est ainsi faite que e maximum existe toujours et qu'il est unique.La ondition néessaire de maximum est qu'il existe v∞ tel que

∂2L(u, v∞, w) = p (126)et alors la fontion H s'érit
H(u, p, w) = pv∞ − L(u, v∞, w) (127)Cette fontion a la propriété intéressante que

∂2H(u, p, w) = v∞ (128)En e�et, si p varie de δp alors la solution v∞ de (125) varie de δv∞ qui ontient des termes de tout ordreen δp mais dont on ne retiendra que le premier ordre. On obtient alors que
H(u, p+ δp, w) = (v∞ + δv∞)(p+ δp) − L(u, v∞ + δv∞, w) (129)soit don, en ne retenant que e qui peut omporter des termes d'ordre plus petits que δp

H(u, p+ δp, w) = H(u, p, w) + v∞δp+ δv∞(p− ∂2L(u, v∞, w)) + . . . (130)20



et ompte tenu de (126)
H(u, p+ δp, w) = H(u, p, w) + v∞δp+ . . . (131)d'où on retire (128).Cei étant dit, il ne reste qu'à reonnaître les termes de (127) et (126) dans (124) et (117) pour érire
∂A

∂T
(X, T ) +H

(

X,
∂A

∂X
(X, T ), T

)

= 0 (132)qui ne ontient plus que les dérivées partielles de A. C'est l'équation d'Hamilton Jaobi.Si A est trouvé par une résolution direte de (132), ompte tenu de (128) on peut retrouver
ẋ∞(T ) = ∂2H

(

X,
∂A

∂X
(X, T ), T

) (133)Les noms On a évité jusqu'ii de donner trop de noms aux objets manipulés, mais il est maintenantgrand temps d'e�etuer ette tâhe.D'abord la fontion L : R
3 −→ R s'appelle un lagrangien ; 'est une donnée.La fontion qu'on déduit de L ave (125) s'appelle un hamiltonien. Le type de transformation qu'onfait subir à L s'appelle une transformation de Legendre.La fontionnelle (3) s'appelle l'ation assoiée à la fontion x : [0, T ] −→ R . La fontion A de(118) s'appelle aussi l'ation. L'opération de minimisation de (3) s'appelle le prinipe de moindre ation.Et �nalement, omme on l'a déjà dit, l'équation aux dérivées partielles en X et T de A (132) s'appellel'équation d'Hamilton Jaobi.À quoi sert tout ela ? � Il appartient aux ours de physique d'y répondre. On se limite ii à expliquerles tehniques alulatoires sous-jaentes au développement de es physiques.Mais il faut également noter que tout le travail n'a pas été e�etué : on a systématiquement éarté laquestion des onditions su�santes d'extrema.3.4 Illustration et exeriesIl n'est peut-être pas inutile d'illustrer sur un exemple simple tous les aluls qui ont été menés.Prenons

L(u, v, w) =
v2

2
− u2

2la forme faible (99) orrespondant à e lagrangien est














x∞ ∈ V(X, T ) i.e. notamment x∞(0) = 0 et x∞(T ) = X

∀y′ ∈ V0 = V(0, T ) : ∫ T

0

−x∞(t)y′(t) + ẋ∞(t)ẏ′(t) dt = 0et la forme forte (86) fournit que






x∞(0) = 0 et x∞(T ) = X

x∞(t) − d2x∞
dt2

(t) = 0d'où on retire que
x∞(t) =

X sin t

sin Te qui est valable tant que 0 < T < πLe hamiltonien trouvé par (125) est
H(u, p, w) =

p2

2
+
u2

221



et don l'équation d'Hamilton-Jaobi (132) est
∂A

∂T
(X, T ) +

X2

2
+

1

2

(

∂A

∂X
(X, T )

)2

= 0D'autre part le alul diret de A par (92) donne
A(X, T ) =

1

2

X2 cosT

sin Tdont on véri�e failement qu'il est bien solution de l'équation d'Hamilton-Jaobi.Cet exemple peut maintenant rendre un autre servie, elui de fournir une dénotation géométrique àe que sont les variations par rapport à X et T .Voii d'abord le graphe de x∞(t) pour T = 1 et X = 1 (en gras) et les graphes pour les deux as
(T,X) = (1, 1.3) et (T,X) = (1.3, 1)

0 0.3 0.6 0.9 1.200.30.6
0.91.2 δX

δT

Qu'est δx∞ quand on fait une variation δX de X en laissant T onstant ? n � C'est
δx∞(t) =

δX sin t

sinT
pour t ∈ [0, T ]dans e as partiulier, la série (102) se limite à 1 seul terme qui vaut

x1
∞(t) =

sin t

sinT
pour t ∈ [0, T ]omme le montre le problème (109) qui permet le alul diret de x1

∞. Les autres termes sont nuls ommele laisse prévoir le développement de (105) appliqué à e lagrangien.Maintenant omment réupère-t-on le terme ∂A
∂T

à la page ?? ?� On suppose onnue la solution x∞(t) pour T et X �xés et on a�rme que ette solution se prolongeau delà de T omme (120), e qui orrespond à

0 0.3 0.6 0.9 1.200.30.6
0.91.2 δX

δT

pente ẋ∞(T )

et on trouve la orrespondane (121) entre δT et δX adéquate. Il ne reste plus alors qu'à injeter ettenouvelle fontion (119) dans l'intégrale (3) (en modi�ant également la borne d'intégration) pour trouverqu'à la limite où δX et δT tendent vers 0 alors on trouve (122) puis �nalement (124).22



Exeries Reprendre les 5 lagrangiens des exeries de la page ?? et pour haun d'entre eux trouver :1. le hamiltonien2. l'équation d'Hamilton JaobiEt, dans les as où 'est possible, faire tous les aluls omme dans l'illustration.4 Problème de synthèseSi on tend une membrane entre deux ereaux oaxiaux de rayons R1 et R2 plaés à la hauteur Hl'un de l'autre.

on demande quelle est la forme de ette membrane sahant qu'elle doit avoir la surfae la plus petitepossible.1. On traitera d'abord la question en déidant que la membrane est représentée par le lieu des points
(r, θ, z) (en oordonnées ylindriques) tels que (z = h(r), θ, r) où h est la fontion qu'il faudratrouver ;2. On trouvera une limite à ette approhe et on la orrigera don en introduisant plut�t (z, θ, r =
ρ(z)), ρ étant la fontion à trouver.
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