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Objectifs de la legon

» Introduire I'aimant sphérique et son interaction avec un champ
magnétique extérieur

» En vue d'introduire naturellement les équations de Maxwell des
basses fréquences

Parce que la situation de I'aimant sphérique en mouvement a
proximité d'un conducteur électrique servira d’exemple
emblématique aux notions de la legon.

» Et d’asseoir les connaissances en magnétostatique acquises en
liere partie du module de « compléments en électromagnétisme. >



L'aimant sphérique
» L'aimant sphérique présente I'avantage que I'expression du
champ magnétique qu’il produit a une expression analytique. Si
I"aimant

> est une boule de rayon R centrée a l'origine;

» d’axe d’aimantation d : un vecteur de direction, de norme 1
|d| = 1 (le péle nord (resp. sud) est le point qui maximise
(resp. minimise) d - X sur la sphere (|X] = R)

» et de densité d'aimantation m, une quantité ne dépendant que
de la matiere qui compose |'aimant (en Ampeére par métre
A/m) qui vaut approximativement : 10° A/m pour du
néodyme-fer-bore et 0.3 10° A/m pour de la ferrite

alors le champ magnétique h est

1 -
~3 d pour [X| <R

et h=m R3 (J)—( < o
—d X| > R
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Commentaire sur la planche précédente

» I/l y a une boule; dans cette boule une aimantation qui est
donnée par son intensité n et sa direction d ; et a cette aimantation
est associé h une fonction 3 valeur vectorielle dépendant de la
position X dans I'espace qu’on appelle un champ magnétique.

» Est-on bien siir de comprendre de quoi il s'agit? Est-ce que ¢a a
la moindre utilité d'ailleurs?

» Dans un contexte de sciences de |'ingénieur, on ne peut pas

< comprendre > tant qu’'on n'a pas mis en ceuvre les notions pour
en faire tirer un résultat pratique et observable. Et le critére qui
permet un jugement sur I'utilité est précisément qu'un résultat
pratique et observable dérivant des notions soit donné.

» Seulement il est nécessaire de s'approprier les notions avant de
pouvoir en extraire des résultats pratiques et observable. D'ol un
travail préalable.



Exercice de compréhension de la formule

» Attention! Le magnétisme terrestre ne s'explique plus comme
cela depuis pres de 150 ans.

» Mais quantitativement le champ magnétique terrestre est
approximativement celui que produirait un aimant sphérique en
néodyme-fer-bore de 120 km de rayon, placé au centre de la terre
(rayon ~ 6400 km) et dont I'axe d'aimantation est aligné sur I'axe
de rotation de la terre (on confond les nord géographique et
magnétique).

» Montrer que ce modéle explique que le champ magnétique a
Nancy (latitude ~ 48° nord) est d'intensité 3.6 A/m (4.5 uT
micro-tesla) avec un angle ~ 66 ° par rapport a I'horizontal et est
dirigé vers le pole sud.



Correctiop

N
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ke k, et k, sont les vecteurs de base suivant
o |'axe et radial ;

N Le cercle a pour rayon celui de la terre : R ;

0 est la latitude;
K Y« l'angle que fait le vecteur h avec |'horizon-

tale.

> La direction d’aimantation est d=k,: La position de Nancy est
R (cosO k- +sin 6 k;); le champ magnétique y est donc
3

- R’ m . e .2 1 -
h:W<SIn9COSG k,—l—(sm 9—§) kz)

De plus, la direction de I'horizontale est 7 = sin k., — cos 6 k; d'ol

2
sin? 0 cos2 0 + (sin2 60— %) =3.5815 A/m
h-7 sin’fcos —cosf (sin”6 — 1)

|h] \/sin20c0520—4—(sin20—%)2




Interaction entre un champ magnétique extérieur et un
aimant sphérique
> F)S est un champ magnétique extérieur; i.e. il est produit par
n'importe quelle source en dehors de I'aimant considéré ; de plus ce

champ est a laplacien nul dans toute la région de I'espace occupée
par I'aimant (c’est toujours le cas).

» Dans ces circonstances, la partie de la coénergie magnétique qui
traduit I'interaction entre ce champ et I'aimant est

W = o M d - h(0)

ou
4
M:m§WR3etu0:47rlO_7H/m

M est le moment magnétique de I'aimant; pg la perméabilité
magnétique du vide.



Commentaires sur la planche précédente 1/2

» Qu'est-ce que le IapIaC|en d'un champ de vecteur h? cest un
autre champ de vecteur Ah qui a pour expression : si
h= hy ke + hy k + h, k,

Ah = Ahy ke + Ahy k, + Db, k,

ol A¢ est le laplacien d'un champ scalaire ¢ (ici ¢ = hy, hy, h,
les composantes de h dans la base orthornormée (k. ky, k,)) et on
appelle champ scalaire une fonction de la position.

» Qu'est-ce que le laplacien d'un champ scalaire qb'? c'est un autre
champ scalaire A¢ qui a pour expression : si X = x k +vy k +z k
Po  Po %9

BO= 0o T a2y T2



Commentaires sur la planche précédente 2/2

» En quoi le fait d'étre un champ a laplacien nul est-il nécessaire ?
I3 il faut déja entrer dans les propriétés des champs a laplacien nul.
C'est un des sujets du cours de mathématiques.

» |l faut également savoir laquelle de ces propriétés est utilisée
pour affimer que la partie de la coénergie magnétique qui traduit
I'interaction entre ce champ et I'aimant est . ..

» C'est a dire qu'il faut savoir a priori ce qu'est la coénergie
magnétique. Le cours précédent a introduit la coénergie
magnétique comme cette énergie qui est une forme quadratique des
courants électriques. Mais ici il n'y a pas de courants électriques!

» Et de toute fagon le concept d’énergie n'a d’'intérét que si cette
énergie varie. Si la cause de variation est un mouvement, la
variation de |'énergie est le travail des forces qui correspondent a
ce mouvement.



Force qu'un champ magnétique extérieur géneére sur un
aimant sphérique

» Si le centre de I'aimant est a la position X dans |'espace, la
coénergie magnétique d'interaction est

W = o M d - hy(X)
» La force générée sur |'aimant est alors
f=VgW=0W ke+0,W k, + ;W k;

—

ou EX, Ey, k, forment une base orthonormée de I'espace et
X=xk,+yky +2zk;.

» Le couple généré sur I'aimant est
¥ = po M d x hs(X)

ou X signifie < produit vectoriel >.
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Commentaire sur la planche précédente

» Le gradient d'une fonction W dépendant d'un vecteur X est
mtrodwt Si W est dlfferentlable par rapport a

X = x k +y k +z kz il est alors possible de contruire avec elle
le vecteur

6W()?) =0, W(x,y,z) ky + O,W(x,y,z) Ey +0,W(x,y, z) k,

qui est appelé le gradient de W en X. Ce vecteur permet d'écrire
le développement de Taylor de W en X a I'ordre 1 comme

W(x +0x,y + 0y, z40z) = W(x,y,z) +VW(X) - 6X + o(|6X])
—_———

=0

avechmo() 0 et 6X = Ox ky +5yk + 0z ky
e—=0 €
» On a écrit W(X) = W(x,y,z); c’est un abus de notation mais

il est légitime dés lors qu'on ne change pas de base pour écrire le
vecteur position en coordonnées.
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Commentaire sur le commentaire précédent
» Les dérivées partielles d'une fonction

w R3 — R se notent O, W, o, W, 9, W
(X Y, Z) — W(X Y, Z)
Ce sont des fonctions W : R3 — R

(x,y,z) — 8XW(X,y,z)
définies par

w - W
OW(x,y,z) = lim (x+ey.2) (x.y,2)

e—0 €

(idem pour 8, W, 9, W)

» Lorsque les limites existent la fonction W est dite différentiable,
sa différentielle est I'application linéaire (en revenant aux notations
en vecteurs)

DW)X) : B3 — R
X — VW(X)-6X



Exercice

» Calculer la force qu'exercent |'un sur I'autre deux aimants
identiques (méme rayon, méme densité d’ almantat|on) de centres
Xl, X2 et directions d'aimantation d1 et d2 dans les
configurations :

Ldi=d=d X1=0X=xd;

2.di=d dr=-d X1 =0 Xo=xd;
3.di=do=d X1 =0, Xo=xd+ avecd*-d=0

4 dy=d do=—d X =0, Xo=xd" avec dt-d =0
5. dy=dy=d, X; =0, Xo = x (cos d +sinf d*)

De plus dans ce cas :

5.1 que remarque-t-on pour = 54°44'8" ?

5.2 donner les zones d'attraction et de répulsion pour des aimants
de moments magnétiques alignés.
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Correction 1/2
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Correction 2/2

> | 09 | 90 | WO

Attraction | Attraction | Répulsion | Répulsion
max 1/2 max max 1/2

P

Pas de
forces (mais
un couple)
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