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Objectifs

» Dans un probléme de gravitation (non relativiste) Le réle du
champ gravitationnel est le suivant :

1. Toute répartition de masses (densité p en kg/m3) crée un
champ gravitationel G qui se calcule comme

A¢+4wGp:0;g:—§¢

2. Les force et couple (a la position X = 0) qui s'exercent sur les
masses formant un solide (i.e. maintenues a distances
invariables les unes des autres par des forces internes) dont le
domaine est D comme

—

F:/Dp(f(’) () dv ; r:/Df(Xp(f(') G(%) dv

» Mutatis mutandis la magnétostatique correspond a ce type de
représentation.

les détails suivent... L'objectif de la lecon est d'exposer ces détails.



Les détails

» La gravitation part de la donnée de la masse (via la densité de masse p), la
magnétostatique du vide part elle des aimants permanents et des distributions de
courant électrique dont il s'agit déja de spécifier les représentations.

» La densité de force gravitationnelle est le produit de la densité de masse par
I'opposé du gradient du potentiel gravitationnel ; I'équivalent de cela est expliqué
pour la magnétostatique du vide.

» De plus les milieux magnétiques linéaires, isotropes et locaux en temps sont in-
troduits (phénoménologiquement); la densité de force est mise sous forme de
la divergence du tenseur des efforts de Maxwell; et in fine le potentiel vec-
teur magnétique et les flux magnétiques associés aux courants sont brievement
spécifiés.

» Par rapport a un cours complet de magnétostatique il manque donc I'introduc-
tion des énergies et coénergie magnétique, leur variation dans un déplacement pour
déduire les forces par le principe des travaux virtuels ; les non-linéarités et anisotro-
pies magnétiques. .. mais |'objectif de la legon est juste de fournir un vade-mecum
des notions de bases, i.e. les détails du programme spécifié.



Aimantation : aimants immobiles
» Macroscopiquement, un aimant permanent est caractérisé par sa
densité d'aimantation (aimantation en bref). Un ensemble de N
aimants occupant les domaines bornés D,, n=1... N de |'espace
E3 est donc décrit par un champ de vecteurs de L2(E3)3

m E3 — E3(A/m)

X — n(x)

ou m est nul en dehors des domaines D,,.
Pour simplifier, seuls les aimants dont la densité d'aimantation est
uniforme sont considérés, soit

m, dansles D,,n=1...N
0 ailleurs, i.e. dans E; — Z D,
n=1...N

ou les m, sont des vecteurs constants dont |'unité est I'ampére par
metre A/m.



Densité de courant : systemes de courants immobiles

» Le courant électrique est caractérisé par sa densité de courant,
soit un élément de L%(E3)3

j . B3 — E3(A/m?) avecV.-j=0
X — Jjx

dans le cadre de la magnétostatique la densité de courant est
obligatoirement a divergence nulle.

Pour simplifier, seuls les courants électriques se décomposant en
systémes de courants comportant un nombre fini N/ de courant
globaux sont considérés, soit

N/
j(®) = Z inUn(X) avec Vn : V-d,=0

n=1

ou les i, sont les courants (en A) et les i, sont les supports des
courants (en 1/m?).



Production de champ et induction magnétiques par les

aimants

» Comme tout champ de vecteur dans E3 a support borné (ce qui
arrive des lors que les aimants sont situés a distance finie les uns
des autres), la densité d'aimantation admet une décomposition (de
Helmholtz) unique en parties gradiente et rotationnelle, soit

—

nﬁzi—ﬁavecﬁ-l;:OetﬁxH:ﬁ
Ho

qu'on écrit plutot
Ezuo (714—/?7) avecV-b=0etV x h=0

ou Es'appelle I'induction magnétique et hle champ magnétique.
Ces deux champs sont de carré sommable sur Es.

po =4 71077 H/m s'appelle la perméabilité magnétique du vide ;
I'unité de b est le Tesla T et celle de h I'ampere par metre A/m.



Equations des champ et induction magnétiques produits
par les aimants

—

» De part la condition V x h =0, on obtient

V2o
Ho

;6'5:0

3.

<

X

et inversement de part§-5:0
6-(/105)—1—6-(/10/?7):0; Vxh=0

Ces deux systemes d'équations permettent le calcul effectif de b et
h (cf. infra I'introduction des potentiels).

> Sous cette forme, c'est toutefois au prix d'identifier ce que sont
V x ri et V - @ alors que ri (= mp, dans les D, et 0 ailleurs) est
constante par morceaux.



Courants ampériens

» Courant ampérien : le produit scalaire de V x i appliqué a un
champ de vecteurs 3 de D3(E3) est

/ (V x i)-3dV
E3
il s'écrit également (cf. Annexe)
/ (ﬁxnﬁ)-gdvz/ - (V x &) dV
Es E3

soit (m = 0 en dehors des D, et i = i, constant dans D)

N
Z/ (Vxa)dV=> ni,- | VxadV
n=1

n



Courants ampériens
» Cela permet de continuer le calcul comme

N N
Zﬁm-/ 6x5dvz—zrﬁm./ Fx idS
n=1 Dn n=1 9Dn
soit, en reprenant |'expression de départ en lier membre,
N
/(erﬁ)~5dV:Z/ (in % 1) - 5 dS
E3 $—1 /9D,
I vient donc (cf. Annexe) que

(mn x A) dap,
1

X m=

<

N
n=

Les (rim x ) dpp, s'appellent des densités de courant
ampériennes. L'unité de dyp, est le 1/m (pour I'homogénéité de la
formule le définissant, cf. supra et donc celles des densités
ampérienne est I'A/m?.



Masses magnétiques

» De la méme facon que pour V x mi,

/Ea(ﬁ-rﬁ) AdV = —/Earﬁ-(ﬁx) dv

—Zmn- VA dV

- Z/ (mip - ) dS
oD,
d’ol
N
Z i) dop,

les — (i, - M) dgp, s'appellent des masses magnétiques. Leur unité
est I'A/m?.

10



Formes fortes des problemes fournissant les champ et
induction magnétiques
» b et h sont donc solutions de

~ N+1
V x — =Y (i, x ) dgp,; V-b=0
Ho ]
N+1
v-(uoh)—Z(rﬁn-ﬁ) Sop, =0; Vxh=0
n=1
» Ou encore, du fait de la linéarité des problemes,
N
b= by; h=> h,
n=1 n=1
avec
ﬁxﬂ—":(rﬁnxﬁ)%on 6'(,UO/_""n)_(’ﬁn"T)58Dn:0
0 )
VA En 0 Vxh,=0

11



Représentations ampérienne et coulombienne des aimants
» La représentation ampérienne des aimants consiste a calculer
I'induction magnétique b et déduire le champ magnétique si besoin
par .

-t s
Ko

» Inversement la représentation coulombienne des aimants
consiste a calculer le champ magnétique h et déduire I'induction
magnétique si besoin par

E:Mo(ﬁ+ﬁ>

» Et I'utilisation simultanée des deux représentations sous des
modalités divers s’appelle une formulation duale.

» Dans la suite seule la représentation ampérienne est utilisée;
non parce qu'elle est intrinséquement meilleure que 'autre mais
par souci d'économie et de synthese. 12



Production de champ et induction magnétiques par les
courants électriques

» Les courants électriques supposés a support borné produisent les
champ et induction magnétiques solutions du probleme

- — — —

ﬁxﬁ:f; V-b=0; b=pugh

et ces champ et induction magnétiques sont indiscernables de ceux
qui sont produits par des aimants. (c'est I'apport d'@rsted)

» Ou encore, de part la linéarité de ces équations,

N
b=> "by; h=> h,
n=1 n=1

avec

—

ﬁ><hn:/.n17n;6’bn:0; bn = po hn

13



Production de champ et induction magnétiques par les
courants électriques ou par des aimants

» Les résultats obtenus peuvent étre regroupés en considérant N
objets dont chacun d’entre eux est soit un courant soit un aimant.
L'induction magnétique est alors solution de?

€X<E/“°) =/ V-b=0; avec j=) Jn

ol fest la densité de courant globale : si I'objet n est un

» courant alors l'intensité i, et son support i, (avec V - i, = 0)
ont a étre spécifiés et

Jn = in Up
» aimant alors |'aimantation uniforme m, et le domaine D,, ont
a étre spécifiés et

Jn = 'ﬁn X ﬁéBDn

1. exercice : Trouver h 14



Force de Laplace

» Les champs et induction magnétiques produits par les aimants
et les courants étant définis comme précédemment, la question est
maintenant d'indiquer les force et couple qui s'exercent sur les
aimants et les courants.

» La densité de force de Laplace est

f=jxb=> jaxb

n=1

=

et les force I-:,, et couple (pris en X = 0) F,, qui s'exercent sur
I'objet n sont

ﬁn:/ijEdv;Fn:/zx(fan) dv
Es E3

» Le programme initialement fixé de réaliser avec la magnétostatique
ce qui a été brievement décrit pour la gravitation (non-relativiste) est
donc rempli mais seulement dans le cas ou seuls des courants et des
aimants (rigides de surcroit) sont en présence.

15



Troubles avec les formules de force et couple

» Tant que f;, est la densité d'un courant réparti régulierement dans
I'espace (i.e. &, € L%(E3)), les formules de force et couple ne posent
pas de problémes particuliers de calcul.

» Si ce courant est localisé sur une surface, comme il I'est dans la
représentation ampérienne des aimants pour Iaquelleﬁ7 = M, X1 dgp,
une difficulté apparait puisqu'alors la composante tangentielle de b
n'est pas continue et que le produit d'une fonction discontinue par
une distribution de Dirac n'a a priori pas de sens.

» Ce probléme peut étre évité soit au niveau tactique par des astuces
numériques soit a un niveau plus stratégique par des clarifications
physiques sur la nature des formules de force et couple.

» Mais ca dépasse un peu les objectifs de la lecon, aussi
supposera-t-on (espérera-t-on ?) que les logiciels utilisés relévent
d'une analyse prenant en compte le probleme.

16



Magnétisme induit

»La situation a I'échelle microscopique est compliquée : il y a des charges
électriques qui sont disposées de maniére qu'on puisse constater la neutralité
électrique a I'échelle macroscopique (sauf dans les diélectriques); ces charges
électriques sont dotées de moments magnétiques qui se disposent encore de
maniére telle qu'a I'échelle macroscopique il y ait une neutralité magnétique, sauf
dans certaines circonstances qui sont précisément celles des aimants permanents
et des matériaux dans lesquels le magnétisme puisse étre induit.

» Le magnétisme induit se traduit par la présence d'une aimantation
qui ne se manifeste qu’en présence d'un champ magnétique extérieur.
La description phénoménologique la plus simple de ce comportement
consiste a poser que dans un domaine magnétique (i.e. susceptible de
magnétisme induit) il y a une densité d'aimantation de la forme

m : DxE(A/m) — E3(A/m)
oll on suppose que l'aimantation dépend linéairement du champ
magnétique (le coefficient x s'appelle la susceptibilité magnétique)
et cela de facon instantanée.

17



Magnétostatique en présence de magnétisme induit

» L'introduction de domaines magnétiques modifie la description de la planche
14 comme?

—

N
ﬁxf?zf; 6-b:O; E:uﬁ avec f‘:Zf,;
n=1

oll j reste la densité de courant globale, les j, valant j, = i, i, ou
Jjn = Min X A dpp, suivant que I'objet n soit un courant ou un aimant.

» Mais cette fois p n'est pas une simple constante. L’espace E3 étant recouvert
par P+ 1 domaines D,, p =0... P c'est une fonction constante par morceaux

w : B — R(H/m)

X — Ho Z,U’r\p rlp(;(‘)

p=0

oli les M, sont les fonctions indicatrices des D, (cf. Annexe) et ol les ji,(, sont
les perméabilités relatives des domaines D, (elles valent 1 + x,)

2. exercice : h est-il le champ magnétique dans les aimants? 18



Densité de forces magnétiques
» Convenons que le domaine Dy est le lieu des positions ol de la

perméabilité magnétique est o (la perméabilité magnétique relative
y est 1). Les courants ou des aimants sont dans Dy et les force et
couple qui s’exercent sur eux restent ceux qui correspondent a la
densité de forces de Laplace de la planche 15.

» Mais il y a des forces supplémentaires qui sont celles qui
s'exercent sur les domaines magnétiques et s'appellent les forces
magnétiques. La densité de forces magnétiques est

2 %
Compte tenu que u et donc également v sont constantes par
morceaux, cette densité s'écrit
P

B} 1 1\ b?
fsupplémentaire = E :_ 1- 5 09D,
p—1 ,U'r\p

b2 - /1 b2 1
—V <—> =5 Vv avec v = — (la reluctivité magnétique)
1

oU apparait le probleme souligné planche 16, qu'on choisit encore
d'ignorer.

19



Forces magnétiques

» Les force F, et couple ', (pris a la position X = 0) s’exercant
sur les domaines magnétique sont donc

- 1 1\ b2
fe [ (i) Zres
aD, Mo Hr|p 2

- 1 1 2
e [ L) E
ab, Mo Hr|p 2

Si on choisit d'ignorer la difficulté soulignée planche 16, on peut
affirmer que le programme fixé initialement est réalisé.

et

» Un exemple d'utilisation de ces expression est celui de la

pression magnétique. Si p,, — oo alors F,= faD mdS; on

voit alors que la force s'exerce de maniere qu'elle tende a déplacer

le domaine magnétique vers les zones ou b2 est le plus grand ; ce

qui est conforme avec |'expérience (un milieu magnétique est attiré

vers les zones ou |'induction magnétique est la plus grande). 20



Tenseur de Maxwell
» L'expression des densités de forces de Laplace et magnétiques

cumulées est -
. - - b2.7/1
f:ij+—V<—>
2 @

» Cette expression s'écrit en composantes dans une base (I?X7 I?X, l?z)
en utilisant la convention des indices répétés et en utilisant la reluc-
tivité v = 1/ plutdt que la perméabilité

by by
2
» Quelques calculs aménent a (;; le symbole de Kronecker)

S 1 .
fZ(I/b,‘bj—al/(S,'jb/b/> k,'
7.j

f = €iji Ji b ki + vi ki avec €jjm(v bm), = ji

ce qui porte 3 définir le tenseur des efforts de Maxwell T dont les
composantes sont

1
T,'j:I/b,'bj—E(S,'ij/b/

21



Tenseur de Maxwell

» La densité de force s'écrit a partir du tenseur des efforts de
Maxwell comme L B

f=V-T=T;;ki
» C'est une forme assez pratique puisque si on cherche les force et
couple (au point X = 5) qui s'exercent sur une région D de I'espace
(supposée solide et elle peut contenir des ensembles de courants,
aimants et domaines magnétiques), celle-ci prennent la forme

—

F:/ TiJ'”deEi;F:/ cik X Tra ny dS ki
oD oD

» Ajoutons finalement que |'utilisation du tenseur des efforts de Max-
well permet d'éviter les difficultés évoquées planche 16.

Ce n’est évidemment pas un hasard, et d’ailleurs le tenseur des efforts
de Maxwell ne se réduit pas a une simple astuce mathématique. Mais
les objectifs de la lecon ne permettent pas d’aller plus loin.

22



Le potentiel vecteur magnétique

» Jusqu'ici seuls les champ et induction magnétique ont été
utilisés. Ce qui suppose de savoir trouver pratiquement la solution
d'un probléeme posé comme

6></_1':j4;6~5:0; E:,uﬁ

» Une facon de faire (mais pas la seule) consiste a introduire le
potentiel vecteur magnétique : si V-b =0 alors 3 Ftel que b=Vx3a
(lemme de Poincaré) ; de plus, étant entendu que & € H}(E3) C
L2(EQ3, ce potentiel scalaire magnétique sera unique si on demande
que V-3 =0 (jauge de Coulomb). Apres cela d doit &tre solution de

V x (V:a) :f; V-3=0

qui est un probleme de nature elliptique tres semblable a ceux
étudiés en cours de mathématique.

23



Le flux magnétique

» Si la densité de courant est de la forme

N’ N
F=Y it Y finx 6o,
n=1 n=N’+1

et que les support i, des courants ne s'interpénétrent pas, i.e. si
in(X) # O alorsV p#n: Up(X) = 0 et qu'il s'interpénétrent pas
non plus les aimants VX € D, : i, = 0

alors on peut introduire les flux magnétiques (Weber ou Wb) ¢,
associés aux courants /, comme

d),,:/ i,-adVv
E3

» La linéarité et la symétrie du probleme dont dépend 3 permet de
poser a priori que ces flux sont reliés aux courants par des relations

NI
(bn = Z Mpn ip
p=1

ou les My, = M, sont les coefficients d'inductance.

24



Annexe : Rappels et compléments du cours de
mathématiques

» Les cours sur les distributions et sur les Equations aux Dérivées
Partielles (EDP) des semestres 6 et 7 (3 'ENSEM et en comptant
les semestres suivant |'usage actuel)

» Le livre d’Appel

http://www.h-k.fr/publications/maths_pour_physique.html
couvre le sujet.

25
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12(E5)3, HY(E3)3, H

rot(E3) et Hd (E3) (en gros)

> Les champs de vecteurs de E3 peuvent s'écrire i = uy ke + uy k + u; K, ol
(Ky, ky, k;) est une base (orthonormée) de E; et ol les uy, uy, u, sont des
fonctions de la postion X dans Es.

» [*(E3)? est I'espace des champs de vecteurs de carré sommable sur E3, i.e.
Je, P dv = Je, (v + uj + u2) dV existe (les uy, uy, u sont dans L*(E3)).

> L'espace de Sobolev H'(E3)? est alors celui des champs de L?(Es) pour
lesquels les composantes uyx, uy, u, appartiennent 3 H'(E3), i.e. les dérivées ;u;
avec (i, ) € {x,y,z} sont dans L[?(E;).

» L'espace de Sobolev Héiv(E_?,) est le sous-espace de H*(E;) pour lequel
seulement la combinaison de dérivées qui forme la divergence d'un champ de
vecteur est élément de L?(E3), ou encore V - i € L*(E3)

> L'espace de Sobolev H;(Es) est le sous-espace de H'(Es) pour lequel

seulement les combinaisons de dérivées qui sont les composantes du rotationnel
d’'un champ de vecteur sont éléments de L?(E3), ou encore V x if € L*(E3)?

26



Formules d’'analyse vectorielle

> Sidve HI}Ot(E?’)

/&(ﬁxv).WdV:/E (ﬁxw)-wv

3

» On ajoute aux espaces Hgl;rad(E3) qui contient les champs de

scalaires \ de L?(E3) dont les dérivées par rapport a x, y, z sont
éléments de L?(E3), soit encore V) € L2(E3)3.

» Si\e Hgl;rad(E3) et 7€ Hy (E3)
/Aﬁ-ﬁdvz—/ V-VAdV
E3 E3

» Ces deux formules sont trés utiles !

27



Dérivation faible

» On sait que la dérivation faible d'une fonction f € Ly(R) est
définie comme

+00
veD®) : | ;’—i(xw(x)dx:—/_m F(x) 22(x)

—oo dx

ou D(R) est I'ensemble des fonctions de R — R indéfiniment
différentiables et a support compact.

» Cette définition peut étre étendue en utilisant les formules
d’'analyse vectorielles précédentes comme

VW € D3(E) /E3(6xv).dez/E (6><M7>.7dv

3
VA € D(E3) ;/Aﬁ-ﬁdvz—/ v-VAdV
Es Es

ott D(E3) et D3(E3), sont les ensembles de champs de scalaires et
de vecteurs sur E3 indéfiniment différentiables et a support
compact.



Distribution de Dirac

» En abrégeant les précautions mathématiques, la distribution de
Dirac pour les fonctions réelles a valeurs réelles est définie par

+0o0
Ve D®) : [ (x) o(x) dx = 9(0)
—0o0
définition qui peut étre étendue a toute fonction réelle ¢ pourvue
qu'elle soit définie en 0 (donc pas une fonction discontinue en 0 ou
encore qui tend vers l'infini).

» Sur le méme modele, la distribution ds de Dirac sur une surface
S C Ej est définie comme

(55)\:/)\d5
E3 S

ol A est un champ scalaire disons de H*(E3) pour éviter les
apories liées a la discontinuité.
ds est appelée la distribution de Dirac surfacique. 29



Domaine borné de E3 et son bord 0D

» Un domaine D borné est doté d'un bord 0D sur lequel est défini
un champ de normales extérieur (i.e. qui pointe vers |'extérieur de
D). On suppose toujours que ce bord est lisse (i.e. pas de coins ni
arétes) de maniére que le champ de normales soit partout défini.
Mais on continue d’accepter les domaines donc le bord ne soit pas
lisse pourvu que ¢a ne soit que dans un ensemble de points
négligeable par rapport aux points de ce bord.

» On ne considére que des domaines ouverts au sens de la
topologie, i.e. tout point du domaine est intérieur a une boule
ouverte dont il est le centre et dont tous les points appartiennent
au domaine; ce qui fait que les points du bord d'un domaine
n'appartiennent pas a ce domaine.

» Un domaine connexe est d'un seul tenant; un domaine
simplement connexe est connexe et de plus il ne comporte ni trou
ni boucle.

30



Intégration sur un domaine
» L'intégration sur tout Ez s'écrit

+0o0o “+oo +00
/ AdV :/ dx/ dy/ dz \(x,y,z)
E3 —00 —00 —00

» Pour un domaine D (borné ou non) c'est plus compliqué a
exprimer explicitement du fait des bornes d'intégration ; une facon
de faire est de considérer la fonction indicatrice de D, soit

M(xX)={1siXxe D; 0sinon}

/)\dV:/ Mnidv
D Es

» Par exemple le volume de D est

/1dV:/ ndv
D Es

Ainsi

31



De I'intérieur a la frontiére

» La formule de Green-Ostrogradki s'écrit

/6-5:/ 7-idS
D oD

» Elle permet de voir que le gradient de la fonction indicatrice I1
d'un domaine D est exactement le produit du Dirac de surface dgq
de son bord 9D par I'opposé du champ de normale i de ce bord.
En effet la dérivation faible de IT est

Vi € D(E3)® / ﬁ'l-ﬁdvz—/ nﬁ-ﬁdvz—/ﬁ-ﬁdv
E3

Es D
soit, compte tenu de la formule de Green-Ostrogradski
VieD(E)® - [ VN-ddV = —/ i-idS
Es aD
méme si on ne peut pas écrire
/ u-mdS= dop U-AdV
aD E;

dés lors que le champ de normale est défini sur 9D mais pas ailleurs dans Es.

32



Intégration dans un domaine et sur son bord
» En plus de la formule de Green-Ostrogradski on dispose de

/ﬁxidV:—/ ax ndS
D aD

/WdV:/ \ i dS
D oD

» Ca se montre facilement avec les notations usuelles pour les
tenseurs cartésiens et de la formule générale

//\JdV:/ /\n,-
D oD

et

b 33



Réponses aux exercices et probleme supplémentaire

» P14 : c'est E/MO — m. Remarquer que la composante normale de h est
discontinue a la traversée des 9D, puisque ceIIe de b est contlnue alors que
celle de i ne I'est pas. Remarquer aussi que b/uo n'est pas h (le champ
magnétique) dans les aimants mais qu'il I'est en dehors.

» P18 : Non! Pour les raisons données a I'exercice de P14. Par contre h est le
champ magnétique partout ailleurs, y compris dans les milieux magnétiques
linéaires. Dans ceux-ci b = p h et donc |'aimantation i, se trouve par

comparaison avec b = i (I_;—&— rﬁ/) ; soit i = (1/p0 — 1/p) b qui est nul
lorsque 1 = po et n'est pas nécessairement uniforme dans le milieu magnétique.

» Le probleme : Calculer les champs, induction, potentiel vecteur et scalaire
magnétiques d'un aimant sphérique uniformément aimanté pour lequel

(%) = md pour |X| <R Y m est la densité d'aimantation
R sinon et d est un vecteur de direction (|d| =1)
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Aimant sphérique : les équations des champ et induction
» Pour [X| < R

6-5:0;6xﬁ 6;5:u0/7

» pour |x] > R

—

6-5:0; 6><B=6; E:uoh
» en |X| = R, la normale a cette surface étant "= X/R,

bxﬁ‘A, —bxﬁ‘A, =—-mdxn
coté |x|>R coté |x|<R
—h-a =-md-n

h-nl . s
coté |2|>R coté |7|<R

» a l'infini (|x] — o0)
|b| = po |B] =0

Difficile de deviner...
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Aimant sphérique : les équations des potentiels

>Pourietiﬁtelsqueﬁxizg,ﬁ-E:Oetﬁip:HIes

équations deviennent
Pour [X] < Rou |X| >R : AZ=0; Ap=0
et, compte tenu que "= X/R

(V x d) x % —(Vxa)xx

~ Ve - _m
cOté |X|<R

cOté |x|>R ‘

uz‘ V- R

. =-md-X
cbté |7>R

cOté |x|<R

d

X

X
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Aimant sphérique en coordonnées sphériques

> Six=r (sin9 (cosqﬁ Ky -+ sin ¢ l%,) + cosf EZ) alors les
vecteurs normaux aux surfaces r = Cste, ¢ = Cste, 6 = Cste sont

E, =sin6 (cosgb EX +sin ¢ l%,) + cos 6 EZ
E¢ = —sing EX + cos ¢ Ey
Eg = cos 6 (cosqﬁ EX + sin¢ Ey) —sinf EZ

le terme d - = d - X/R est

sin0<cos¢EX-J+sin¢Ey-5) + cos 8 EZ-J

Si on choisit les axes de maniere que k, = d il reste

d-n=cosf

qui ne dépend pas de ¢!
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Potentiel scalaire en coordonnées sphériques
» Le gradient de v en sphérique est
- - 1 - 1
V¢=3r¢ kr+_69¢ k9+—.8¢¢
r r sinf

» Dans le choix k, = d la relation, valable pour r = R,

=
— —|

—md-n=—m cos@

n AL 7 - V¢ -n ~n~ =
coté |7>R cbté |7|<Rr
s'écrit
Ol coté ror — Orlcste jogr = —m cost

Il n'y a pas de raison que 1 dépende de ¢ et donc

_df

- -1
dr

cOté r<Rr

1 =m cosf f(r) avec e

coté r>Rr
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» D'autre part le laplacien de 1 qui ne dépend pas de ¢ est
10 0 1 0? 6 0
10 (200 107  cos® 0
r2 or or r2 962 r? sinf 00

et donc les conditions de laplacien nul s'écrivent

1 d df 2
Pourr< Rour>R : ﬁE(’QE)_ﬁf:O

Compte tenu que |¢)| < oo partout, lim,_, ¥ = 0 et ¢ est continu
en r = R (sinon la dérivation introduirait un Dirac) la solution est
de la forme

r pour r<R
flry=a
( ) R3/I’2 r>R
N 1 1 1 N df df _
ou la constante «v doit satisfaire a & g1¢ . — Flcote ,cr = — 1
c'est
1
a=—=
3
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Le champ magnétique de I'aimant sphérique

Le potentiel scalaire magnétique est donc (r cosf = X - Ez et

>
d = k)
" m [ r cosf si r<R m = 1 si |X]<R
= —— = —— X- 3 o
3 'f—:rCOSH r>R 3 ";ﬁ IX] > R

Le membre de droite étant exprimé indépendamment du systeme
de coordonnées,
» Les formules d’analyse vectorielle connues permettent alors de

trouver
—d/3 si |X] <R
- o X Lo
h=Vi¢=m fi_ 3(qu)x_d %> R
%3 |%]?
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L'induction magnétique de |'aimant sphérique

» Comme b = 1o (E+ rﬁ), il vient directement

2d/3 si |X| <R
h— R3 2-d)xX -
b=pomy R (;KdX_; %] > R
x]3 |x]2

» Cette expression aurait pu étre trouvée directement en

introduisant le potentiel vecteur 3; puis I'expression de son

rotationnel ; qui aurait eu a satisfaire

(Vxa)xx| ., —(Vxad)xX ., =—mdxX;
cOté |g|>R coté |7|<R

d'ou serait sortie une forme commode de 3’; que le laplacien

vectoriel aurait permis de préciser. .. C'est d'ailleurs un excellent

exercice que de réaliser ce programme 3
. . m /- 1 si |[X| <R
3. exercice : montrer que 3 = Ko m (d X x) R3 R est

bien tel que b=V x3



